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Capítulo 1 


ESPAÇOS VETORIAIS 


1.1 - ESPAÇO VETORIAL REAL 


Seja um conjunto V, não vazio, sobre o qual estão definidas as opera- 
ções de adição e multiplicação por escalar, isto é: 


VavEN tuts V 
YE RVu EV une v 


O conjunto V com estas duas operações é chamado espaço vetorial real 
se forem verificados os seguintes axiomas: 


A) Em relação à adição: 
A) U+)+o=u+(v+0),Y uvvEV 
Ajutv=v+u, VuvEV 
A) SVEV, VREV E TO=p 
A)VYpeVv,a(u) EV ES) 


M) Em relação à multiplicação por escalar: 


M;) (aB)u = a (Bu) 


MED O e aa o a 
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M) (a +b)u = au+Bu 
M;) a(u+v)=au+av 


My lu =u, 
paraV u,vEVevVa, É ER 


e Os elementos u,v,qw,..., de um espaço vetorial V são deno- 
minados vetores. 


e Se a definição de espaço vetorial considerasse como escalares o 
conjunto C dos números complexos, V seria um espaço vetorial complexo. 
Entretanto, nesta INTRODUÇÃO A ALGEBRA LINEAR serão considerados 


somente espaços vetoriais reais. 


e Por ter sido dada a definição de forma genérica, para um espaço 
vetorial V qualquer, ela serve para conjuntos diversos, tais como (o que se verá 
a seguir) o IRê, 0 IR, o conjunto das matrizes M«m, n> etc. Assim, conforme seja 
o espaço vetorial considerado, os vetores terão a natureza dos elementos desse 
espaço e os conjuntos correspondentes terão a mesma “estrutura” em relação 
às operações de adição e multiplicação por escalar. 


e Embora sejam dados exemplos de vários espaços vetoriais, serão 
examinados, de preferência, aqueles cujas aplicações se referem à Geometria 
Analítica. 


Exemplos 

1) O conjunto V = IR = ((x,y)/x,y E IR) é um espaço vetorial com 
as operações de adição e multiplicação por um número real assim definidas: 

CY) + (x, 72) = (x + XY + 99) 

a (x,y) = (ax, ay) 

Essas operações são denominadas operações usuais. 


Para verificar os oito axiomas de espaço vetorial, sejam u = (x, y1), 
v=(% y)emw = (x, y3). 
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A) U+v)+o = (Cy) + (x yo) + (xa y3) 
= (04 + Xp, y1 + y2)) + (Xy 93) 
= ((4 + x) + x (94 + Y2) + y3) 
= (x, + (x, + x3),y1 + (Yo + 93) 
= (x, y1) + (x, + Xy y2 +93) 
= (x, y1) + ((xo, y2) + (Xa Y3)) 
=u+(v + 0) 


A)u+v =(x,yi) + (xy y5) 
= (x +X,y/ +92) 
= (% + x,y +Y1) 
= (x, Y2) + (x, Y1) 
=v+4u 


A) 30=(6,0)€ IR, Vu ER, u +0 = (xp yy) + (0,0) 
=(x +0,y +0) 
= (x, 1) 
Ri ja 


Ay) Vu=(My) ER,I(u) =(x, y)E R, 
u+(u) = (x,y) + (xy Yi) 
= (x -X Yi -Y1) 
= (0,0) = 0 
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My (cB)u = (28) (x yj) 
(Ca B) x, (a 8) yy) 
(a (B x), « (By1)) 


E HS, (B x, By1) 
= a (8 (x, y1)) 
= a (Bu) 


Mo) (a + B)u =(a + B) (x y1) 
= ((a + B)x, (4 + B)y1) 
=(ax+Bx,ay+bByi) 
(a x, & y1) + (bx, By) 
à (x, y1) + B (xy Yi) 
=au+pu 


Myja(utv) =a((x, y1) + (xo, y2)) 
=0(X + XY + y2) 
=(a(x+x) a (y+yo)) 
=(ax+ax,ay; + ay) 
= (0x, 4y1) + (4x, Qy2) 
= 0 (x,Y1) + & (xo, y5) 


=qu+av 
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M,) lu 


1 (x, 91) 
(1x, 1y1) 
= (1,91) 

u 


II 


2) Assim como um par ordenado (x,, x,) de números reais representa 
um ponto ou um vetor no IR, e uma terna ordenada (x, x», x3) de números reais 
representa um ponto ou um vetor no IR, como se sabe da Geometria Analítica*, 
pode-se dizer, estendendo a idéia, embora sem representação geométrica, que 
uma quádrupla ordenada de números reais (X,, X», Xa, X4) é um ponto ou um vetor 
do IRº e que uma n-upla ordenada de números reais (xy, X2, X3 -.. %) eum 
ponto ou um vetor do IR". Analogamente, os conjuntos TR IR, ..., IR são 
também espaços vetoriais com as operações usuais de adição e multiplicação por 
escalar. A verificação dos oito axiomas para esses conjuntos é análoga à do IR, 


3) O conjunto IR, em relação às operações usuais de adição e de 
multiplicação por escalar é um espaço vetorial. De fato, sabe-se que a adição de 
números reais satisfaz os axiomas A,, A,, A; e A, e que, na multiplicação, se 
verificam os axiomas M,, M,, Ms e Ms. 


4) O conjunto das matrizes Mm, n) com as operações de adição e 
multiplicação por escalar, definidas nos itens A.8 e A.9 do APÊNDICE, é um 
espaço vetorial. Em particular, o conjunto das matrizes quadradas M, é um 
espaço vetorial em relação às mesmas operações. 


5) O conjunto IR? = ((a, b)/a, be IRJ não é um espaço vetorial em 
relação às operações assim definidas: 

(ab). + (cd) = (a + e bd) 

k(a, b) = (ka,b), kE IR 

Como a adição aqui definida é a usual, verificam-se os axiomas A,, Ay, 


A, € A, de espaço vetorial, conforme se viu no Exemplo 1. Logo, não devem se 
verificar alguns (ou algum) dos axiomas relativos à multiplicação. 


* Ver Geometria Analítica. Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle, Editora McGraw-Hill. 
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Sejam ur = (xy, yu) pe (xo, y2) ea, B ER 


Mi) (aB)u = (026)(x,y1) 
= ((08) x, Y1) 
= (a (8x1), y1) 
= a (Bx,y1) 
= o (B (x, y1)) 
=a(Bu) 

(Este axioma se verifica) 

M,) (a +B)u = (a + B) (4, y1) 
= ((a + 8) x» Y1) 
= (ax, + 8x,y1) 
* a(x,y1) + B (x, Yi) 
= (ax, y1) + (Bx,y1) 
= (ax + 8x,2y1) 


Como sevê, (« + 8) uZau+ Bye, portanto, não se verificando, no 
mínimo, o axioma M,, o conjunto de que trata este Exemplo não é um espaço 
vetorial. 


1.2 - PROPRIEDADES DOS ESPAÇOS VETORIAIS 


Da definição de espaço vetorial V, decorrem as seguintes propriedades: 
D Existe um único vetor nulo em V (elemento neutro da adição). 
II!) Cada vetor u e V admite apenas um simétrico (-u) e V. 


HI) Para quaisqueru,v, v E V,seu +w =v + w, entãou = v. 
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IV) Qualquer que seja v E V, tem-se: -(-v) = v, isto é, o oposto de 
-v év. 

V) Quaisquer que sejam 4, v E V, existe um e somente um x, tal que 
H+AX=U 

VI) Qualquer que sejav E V, Ou = 0. O primeiro O é o número real 
zero e o segundo é o vetor zero. 

VII) Qualquer que seja À E IR,Ã0 = 0. 

VIII 4v = 0, implica 4 = 0 ou v = 0. 

IX) Qualquer que sejav E V,(-1)v =. 

X) Quaisquer que sejamvEV e 1ER,(4)v =A(-v) = (Av). 


1.3 — SUBESPAÇOS VETORIAIS 


Sejam V um espaço vetorial e S um subconjunto não-vazio de V. O 
subconjunto S é um subespaço vetorial de V se S é um espaço vetorial em relação 
à adição e à multiplicação por escalar definidas em V. 


A definição parece indicar que, para um subconjunto S ser subespaço 
vetorial de V, se deveria fazer a verificação, em S, dos oito axiomas de espaço 
vetorial relativos à adição e à multiplicação por escalar. Entretanto, como S é 
parte de V (que é espaço vetorial), não é necessária essa verificação. Para citar 
só um exemplo, o axioma A, (u + v =v + 4) não precisa ser examinado porque 
se a comutatividade da adição é valida para todos vetores de V, ela valerá para 
todos vetores de S. A seguir, as condições para um subconjunto S ser subespaço 
vetorial de V. 


e Um subconjunto S, não-vazio, de um espaço vetorial V, é um 
subespaço vetorial de V se forem satisfeitas as seguintes condições: 


I Para quaisqueru, vES,u +VES. 
I) Para quaisquer a ER,u ES,cu ES. 
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De fato: se 4 é um vetor qualquer de S, pela condição II, a u E S para 
todo a E IR. Fazendo a = 0, vem Qu ES, ouseja,0 ES (axioma A,); fazendo 
a = -1, tem-se (-1)u = -u ES (axioma A,). Os outros axiomas A;,, M,, M,, M; 
e M, de espaço vetorial são verificados em S por ser S um subconjunto não-vazio 
de V. 


e Todo espaço vetorial V * (0) admite, pelo menos, dois subespaços: 
o conjunto (0), chamado subespaço zero ou subespaço nulo e o próprio espaço 
vetorial V. Esses dois são os subespaços triviais de V. Os demais são denomina- 
dos subespaços próprios de V. 


e Ossubespaços triviais do IR?, por exemplo, são ((0, 0) + e IR?, enquan- 
to os subespaços próprios são as retas que passam pela origem do sistema de 
referência. De modo análogo, os subespaços triviais do IR são ((0, 0, 0)J e o 
IR, os subespaços próprios do IRê são as retas e os planos que passam pela 
origem do sistema de referência. 


Exemplos 


1) SejamV =IResS = ((x,y)j clRy = 2x/ouS = ((x,2x);x e IR), 
isto é, S é o conjunto dos vetores do plano que têm a segunda componente igual 
ao dobro da primeira. Observe-se que S = (2, pois (0, 0) E S. (Daqui por diante, 
fica dispensada a necessidade de verificar se o conjunto é não-vazio porque os 
exemplos tratarão somente de conjuntos não-vazios.) Se S é subespaço vetorial 
de V = IR, S deve satisfazer às condições I e II. Para u = (x,,2x) ES e 
v =(x,,2x,) ES, tem-se: 


Du+trv=(g+x,2% + 2%) = (x + x» 20% + x,)) ES poisa 
segunda componente de u + v é igual ao dobro da primeira. 

DM) au =a (x, 2x) = (ax, 20x) ES pois a segunda componente de 
au é igual ao dobro da primeira. 

Portanto, S é um subespaço vetorial do IR? . Esse subespaço S repre- 


senta geometricamente uma reta que passa pela origem do sistema de referência 
(Fig. 1.3). 





Espaços vetoriais 9 








O 


Figura 1.3 


Observe-se que ao escolher dois vetores u ev daretay = 2x, o vetor 
u + v pertence à reta e, se se multiplicar um vetor u da reta por «, o vetor aj 
também estará na reta. Se a reta dada S não passar pela origem, S não é um 
subespaço vetorial do IR, Assim, para a reta 


S=((xy€E Ry=4-2x) ouS=((x4-2x);x€E IR) cosvetores 
u=(1,2ev =(2,0)desS,verifica-sequeu +v =(3,29É5. 


e Os exemplos destas duas retas sugerem, para qualquer subconjunto 

S de um espaço vetorial V, que sempre que O É S, S não é subespaço de V. 

Esse fato é sempre útil para detectar, muitas vezes de imediato, que um 

subconjunto S não é subespaço vetorial. No entanto, não se pense que só pelo 

fato de 0 ES, o subconjunto S seja subespaço vetorial. É o caso do subconjunto 
= ((x, Ixl);x€E IR) CIR 


Observe-se que, nesse subconjunto, (0,0) ES e que para os vetores 
u=(33)ev=(-2,2)deS, u+v=(1,5) ÉS, o que mostra não ser S 
subespaço vetorial do IR, 
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2) Sejam V = Res = ((x,y,0);x,y € IR), isto é, S é o conjunto dos 
vetores do IR que têm a terceira componente nula. 


Parau = (x,y, 0)ev = (x,,y» 0), tem-se: 


Du +v =(x+x,y +y»0) ES, pois a terceira componente de 
u + v é nula. 


1) ou = o(x,y,0) = (4x, €y,,0) ES, pois a terceira componente de 
ou é nula. 


Logo, S é um subespaço vetorial do IRº. 
3) Sejam V = ResS = ((x,y,z) E IR/2x + 3y - 4z = 0). Nesse caso: 


u=(x,yp2Z) ES implica 2x, + 3y,-42, = 0 
v = (x%,y» 2) E S implica 2x, + 3y,- 42; = O 


I) Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem: 
2 (4 +%)+3y +yo)-42z + 2) =0 
Essa igualdade mostra que: 
p+v=(M+tka,Nn+y»n+DES, 

pois as coordenadas de u + v satisfazem a equação 2x + 3y - 4z = 0. 
II) Por outra parte, 
Qu =(ax, pa) ES, 

pois, se 
2x, + 3y,- 42, = 0, então 
o(2x, + 3y,-47)) = 0 

ou 


ax) + ay) - az) = 0, 
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o que demonstra que as componentes de a q satisfazem a equação 2x + 3y - 4z = 0. 
Logo, S é um subespaço vetorial do IRº. Esse subespaço S representa um plano 
passando pela origem do sistema de referência. 


4) Sejam V = Mç,1) € S o conjunto-solução do sistema linear 
homogêneo: 


3x+4y-22=0 
2x + y- z=0 
x+3y- z=0 
Fazendo: 
Sd 4 ma X 0 
A=12 1.1 X= |y| e 0=|0 
PESA no; Z 0 |, 


o sistema, em notação matricial, será dado por AX = 0, sendo X elemento do 
conjunto-solução S. Se 


X X 
u=RK=|Yy e v=X= |Y 
Z4 Z2 


são soluções do sistema, então: 
AX, =0 eAX,=0 
I) Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem: 
A(X, + X) = 0,0queimplicaX, +X, ES, 


isto é, a soma de duas soluções é ainda uma solução do sistema. 


I) Por outra parte, multiplicando por « a primeira igualdade, vem: 


a (AX,) = «0ou A(aX;) = 0,0 queimplicaaX, ES, 
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isto é, o produto de uma constante por uma solução é ainda uma solução do 
sistema. Logo, o conjunto-solução S do sistema linear homogêneo é um sub- 
espaço vetorial de Mç, 1. 


e O subespaço S é também chamado espaço-solução do sistema 
AX = 0. 


e Se um sistema linear é não-homogêneo, o seu conjunto solução S 
não é um subespaço vetorial (verificação a cargo do leitor). 


5) Sejam 


di HE abc dE R) e S= fts 0); dee Ri, 


isto é, S é o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2, cujos elementos da 
segunda coluna são nulos. 


Para quaisquer 


Sep Sa fai as E R 
fio à Ro o) e a , tem-se: 


Du+vEs; 
II) ques. 


Logo, S é um subespaço vetorial de M,. 


1.4 - COMBINAÇÃO LINEAR DE VETORES 


Sejam os vetores v;, Vs, ..., UV, do espaço vetorial V e os escalares a,, à,, ..., à. 
Qualquer vetor v E V da forma 
VU = ad Ts Fa 


nn 


é uma combinação linear dos vetores v4, Vs, ...,; Up. 
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Exemplo 


No espaço vetorial IR, o vetor v = (-7, -15, 22) é uma combinação 
linear dos vetores v, = (2,-3,4) e v, = (5, 1, -2) porque: 


v=40,-3v, 
De fato: 
(-7,-15,22) =4(2,-3,4)-3(5,1,-2) 


= (8, -12, 16) + (-15,-3, 6) 
= (-7,-15,22) 


1.4.1 — Problemas Resolvidos 


Os problemas 1 a 3 se referem aos vetores v; = (1,-3,2) e 
v = (2,4, -1) doR. 


1) Escrever o vetor v = (-4, -18, 7) como combinação linear dos 
vetores v, € V,. 


Solução 
Pretende-se que: 
v=ay, + av, 

sendo a, e a, escalares a determinar. Deve-se ter: 
(-4,-18, 7) = a, (1,-3,2) + a, (2,4, -1) 
(-4, -18,7) = (a, -3a,2a1) + (2a,, 4a, -à,) 
(-4, -18, 7) == ( dy + 235, -3 ay + 4a, 2, aq é a) 
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Pela condição de igualdade de vetores, como se sabe da Geometria Analítica, 
resulta o sistema 


- 3a, + 4a, = - 18 
2; - ad = 7 


cuja solução é: a =2ea,=-3. 
Portanto: v = 2v,-3v, 


2) Mostrar que o vetor v = (4, 3, -6) não é combinação linear dos 
vetores v, € v,. 


Solução 


Deve-se mostrar que não existem escalares a, e a,, tais que: 
v=av,+ayv 
“ Utilizando procedimento análogo ao do problema anterior, vem: 


(4, 3,-6) = ay(1,-3,2) + a/(2, 4, -1) 
(4,3,-6) = (a, -3a,2a,) + (23,,4a,, -a,) 
(4, 3, -6) = ( ay aro 2a, -3 aj + 4a, 2 ad Sé a) 


Desta última igualdade, resulta o sistema: 


a+ 2a,= 4 
2a," q=-6 


sistema esse que é incompatível, o que comprova não poder o vetor v ser escrito 
como combinação linear de v, e v,. 


3) Determinar o valor de x para que o vetor u = (-1, k, -7) seja 
combinação linear de v, e v,. 
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Solução: 
Deve-se ter: 

K =av, + av, 
(-1,x,-7) = a, (1,-3,2) + a, (2,4,-1) 
(-1,x,-7) = (a, -3a,2a;) + (2a, 4a,, -a,) 
(-1,4x,-7) = (a, + 2a,,-3 a, + 4a,,2a, -&,) 


Dessa igualdade, vem o sistema 


a + 2a, = ua 
-3a + 44, = «k 
2a, To a lr 7 


do qual resulta, como solução do problema proposto, x = 13(a,=-3ea,=1). 
De fato: 


(-1,13,-7) =3(1,3,2) + 1(2,4,-1) 
= (-3,9,-6) + (2,4, -1) 
= (-1, 13,-7) 
4) Verificar de quantas maneiras o vetor v = (5,2) E IR pode ser escrito 
como combinação linear dos vetores v, = (1,0), v, = (0, 1) ev; = (3, 1). 


Solução 


(5,2) = av, + av, + aus 

(5,2) = a, (1,0) + a, (0, 1) + as (3,1) 
(5,2) = (4,0) + (0,35) + (3as, às) 
(5,2) = (a, + 3a, à, + às). 
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Dessa igualdade resulta o sistema 


a, + 3a; 
a + a; 


fo) a — 5 - 3a, 


ou 
o dg 2 eg ds 


e, portanto, para cada valor arbitrário atribuído a a; se obtém um valor para a, 
e outro para a,. Assim, o vetor v pode ser escrito de infinitas maneiras como 
combinação linear dos vetores v,, v; € Vs. 


1.5 — SUBESPAÇO VETORIAL GERADO 


Sejam V um espaço vetorial e A = (vu, v, .,.v) CV, A*D.O 
conjunto S de todos os vetores de V que são combinações lineares dos vetores 
de A é um subespaço vetorial de V. De fato, se 


u=avtravm+.+av, 


v=by+bv, +... + by, 


são dois quaisquer vetores de S, pode-se escrever: 
Du+rv=(a+b)v+(a+b)v+.+(a, + by), 
DD au = (ca)v, + (aa)v; +... + (cap, 


istoé,u +vVES e au ES por serem combinações lineares de v,, Vs, ..., Vp- 
Logo, S é um subespaço vetorial de V. 


e O subespaço S diz-se gerado pelos vetores v,, vs, ..., Vnp OU gerado 
pelo conjunto A e se representa por S = [v,v,..,vjJouS = G(A). 


e Osvetoresv,, v,, ..., v, são chamados geradores do subespaço S, e A 
é o conjunto gerador de S. 


e Todo conjunto A c V gera um subespaço vetorial de V, podendo 
ocorrer que G(A) = V, caso em que A é o conjunto gerador de V. 


Espaços vetoriais 17 





Exemplos 
1) Osvetores e, = (1, 0)e e, = (0, 1) geramo espaço vetorial V = IR, 
pois qualquer par (x, y) E IR? é combinação linear de e, e e;: 
(1,7) = xe, + ye; =x(1,0) + y (0,1) = (4,0) + (0,7) = (x,y) 
Assim, [e,, 6] = R. 
2) Os vetorese, = (1,0,0) e e, = (0, 1,0) do IR geram o subespaço 
= [(x,y,0) E IR/x,y € IR), pois: 


(4,30) =xe, + ye, =x(1,0,0) + y(0,1,0) = (x,0,0) + (0,y,0) 


(x, y, 0), 


isto é, [e, 64] = S é subespaço próprio do IR e representa geometricamente o 
plano x O y (Fig. 1.5). 






4 
P (x y,0) 


X Figura 1.5 
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3) Os vetores e, = (1,0,0), e, = (0,1,0) e e; = (0, 0, 1) geram o 
espaço vetorial V = IR, pois qualquer vetor v = (x,y, z) E IR é combinação 
linear de e,,e, e es: 


(£y2Z) =xe, + ye, + zes = x(1,0,0) + y(0, 1,0) + z(0,0, 1) 
= (x,0,0) + (0,7,0) +(0, 02) 
= (x, y,2). 


Assim, [e €s, es) e IR. 


1.5.1. — Problemas Resolvidos 


1) Verificar se o conjunto A = (v, = (1,2),v, = (3, 5)) gera o IR 
Solução 


Para e o conjunto À gere O IR é necessário que qualquer vetor 
v = (x,y) E IR seja combinação linear de v, e v,, isto é, devem existir números 
reais a, € a,, tais que: 


v =av, +ap, 
(,y) =a(1,2)+a,(3,5) 
(x,y) =(a,2a,) + (Sa, 5a) 
(xy) =(a+3a,2a, + 5a). 
Dessa igualdade resulta o sistema: 


4 + 3a = X 
2a, + 5a, 


que, resolvido em função de x e y, fornece: 
a=-5x+3y e a=2x-y, 


isto é, G(A) = 
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Se v =(x,y) = (5,8), por exemplo: 
(5x5 +3x%8Bby+ (2x5-8)v, 
= -1(1,2) + 243,5) 

(-1,-2) + (6,10) 

(5,8) 


2) Verificar se os vetores € = (1,0), é = (0,1) em = (7, 4) geram 


(5,8) 


Solução 

Para que os vetores 6, e, € w gerem O IR é necessário mostrar que 
ara qualquer vetor v = (x, y) E IR, existem números reais à, à € às tais 
es 


vo = ae, + e, ta 
(xy) = a((1, 0) + a0, 1) + a(7, 4) 
(x,y) = (a, 0) + (02,)5+ (Tas, 4a,) 


(1,9) = (a + 7a, ã + 435). 


essa igualdade resulta O sistema: 


dis LAG AA a = x- 7a; 
ou 
do 4) da 4 =yY- 4a, 


| 
< 


Fazendo, por exemplo, a; = 2, vem: 


a =x-14 


a =y-8 
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e, portanto, 
(x,y) = (x-14)e, + (y-8)e, + 20, 


isto é, [e,, e», 0] = IR 


Se, por exemplo, v = (x,y) = (3, 10), vem: 


(3,10) =(3-14)e, + (10-8)e, + 20 
-11(1,0) + 2(0, 1) + 2(7,4) 
(10) OD (IA, 8) 
=(11+142+8) 


= (3,10) 


e É interessante assinalar que, no problema 1, o espaço vetorial IR 
foi gerado por 2 vetores e, neste problema, por 3 vetores. De modo análogo 
pode-se mostrar que o IR pode ser gerado por 3, 4 ou mais vetores. O fato sugere 
que um espaço vetorial dado pode ser gerado por um número variável de 
vetores. No entanto, existe um número mínimo de vetores que gera um espaço 
vetorial: esse número mínimo será estudado mais adiante. 


1.6 — ESPAÇOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS 


Um espaço vetorial V é finitamente gerado se existe um conjunto finito 
ACV,talque V = G(A). 


Os exemplos de espaços vetoriais dados são todos de espaços vetoriais 
finitamente gerados. Por exemplo, foi visto que o IR é gerado por um conjunto 
de 3 vetores. Embora existam espaços vetoriais gerados por um conjunto de 
infinitos vetores, aqui serão tratados somente espaços vetoriais finitamente 
gerados. 
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1.7 — DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 


Sejam V um espaço vetoriale A = (v,v,,..., V,j CV. A equação 

avitav;+..tav,=0 (1) 
admite, pelo menos, uma solução, a solução trivial: 

a4q=9á=..=a,=0 


Diz-se que o conjunto A é linearmente independente (LI) ou que os 
vetores v1, v, ..., V, São LI no caso de a equação (1) admitir apenas a solução 
trivial. 


Se existirem soluções a; * 0, diz-se que o conjunto A é linearmente 
dependente (LD) ou que os vetores v,, vs, ..., V, são LD. 


Exemplos 


1) No espaço vetorial IR, os vetores e, = (1,0) e e, = (0, 1), são LI. 
De fato: 


ae, + a,e,= 0 
a (1,0) + a, (0, 1) = (0,0) 
(34,0) + (0,a,) = (0,0) 
« a, 4) = (0,0) 
isto é: 
4=0 e a=0 


2) No espaço vetorial IR, os vetores e, = (1,0,0), e = (0,1,0) 
ee; = (0,0, 1) são LI. A verificação é análoga à do Exemplo 1. 
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3) No espaço vetorial IR?, os vetores v, = (2,3) ev, = (-4, -6) são LD. 
De fato: 


av +av, =0 
a, (2, 3) Me a, (-4, -6) = (0,0) 
(2a, 3a,) + (-4a,,-6a,) Es (0,0) 
(2a,- 4a,, 3a,- 6a,) = (0,0) 
Dessa igualdade resulta o sistema 
2a, - 4a, = 0. 
3a, - 6a, = 0 
que admite a solução a, = 2 a,. Fazendo, por exemplo, a, = 3, se obtém a, = 6 
e a equação 
av tav, =0 
fica: 
6 (2,3) + 3 (-4, -6) = (0,0) 


Logo, v, e v, são LD porque a equação acima se verifica para coeficientes de 
v, € v, diferentes de zero. 

4) No espaço vetorial IR, os vetores e, = (1,0),e, = (0,1) em = (7,4) 
são LD. De fato: 

ae tae+aw=0 

a, (1,0) + a, (0,1) + a; (4,7) = (0,0) 

(a, 0) + (0,a,) + (4a,7a,) = (0,0) 

(a + 4a,a, + 7a) = (0,0) 
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Dessa igualdade se obtém o sistema: 


Re E Rise 


ad La, =cô a = - 7a, 
fazendo a; = 2, por exemplo, vem: 


a, = -8 e a, = -14 


-8 (1,0) - 14 (0,1) + 2 (4,7) = (0,0) 
Logo, os vetores e, e,e w são LD porque a equação acima se verifica para 
coeficientes de e, e, e w diferentes de zero. 

5) No espaço vetorial IR, os vetores v, = (6,2,3)ev, = (0,5,3) são LI. 
De fato: 

a, (6,2,3) + a, (0,5,3) = (0,0,0) 

(6a, 2a,, 3a,) + (0, 5a, 3a) = (0,0,0) 

(6a, 2a, + 5a, 3a, + 3a,) = (0,0,0) 


ou 
6a; = 0 
2a,+5a, = 0 
3a, +3a, = 0, 


sistema que admite somente a solução trivial: a, = a, = 0.Portanto, osvetores 
v, ev, são LI. 


24 Introdução à Álgebra Linear 


1.7.1 — Propriedades da Dependência e da 
Independência Linear 


D O vetor v =0 do espaço vetorial V é LD, pois para qualquer 
a 0: 


a0 = 0 
IH) Um único vetor v * O do espaço vetorial é LI, porque a igualdade 
av = 0 sóse verifica para a = 0. 


HI) Se um conjunto A C V contém o vetor nulo, A é LD. De fato, se 


do= Apos pis O) med A eQUAÇÃO: 


Ou, + Ou, + «+ 20 PisPDO 0 


se verifica para a * 0. Logo, A é LD. 


IV) Se num conjunto de vetores não nulos A = (v,,v,, .., v,+ um 
deles é combinação linear dos outros, o conjunto é LD. De fato, supondo 
n=3ev, = av, + av, pode-se escrever: 


a a,v;=0 


Nesta igualdade existe, pelo menos, um a; * O (a, = -1), o que prova ser 
A = (vv, vs) LD. 


Reciprocamente, se um conjunto de vetores não nulos A = (v,, v,, Vs+ 
é LD, um deles pode ser escrito como combinação linear dos outros. De fato, 
por definição, um dos coeficientes da igualdade 


av, + av, + av; = 0 
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BR a e = — 


deve ser diferente de zero. Supondo , por exemplo, que a; * 0, vem: 


AV, = -AjU4 - AgU3 


e, portanto, v, é combinação linear dos outros dois vetores. 


A demostração seria análoga para um conjunto de vetores não 
nulos À = (04, Us «e Un) 


e Esta propriedade pode ser enunciada de forma equivalente: um 
conjunto A = (v,, v>, ..., Un é LI se, e somente se, nenhum dos vetores for 
combinação linear dos outros. 


e Para o caso particular de dois vetores pode-se dizer: dois 
vetores v, e v, são LD se, e somente se, um vetor é múltiplo escalar do outro. 


No exemplo 3, item 1.7 viu-se que os vetores v, = (2,3) ev, = (-4,-6) 
são LD, devendo-se notar que v, = -2v,, isto é, v; é múltiplo escalar de v,; no 
exemplo 5, mesmo item, viu-se que os vetores v, = (6,2,3) ev, = (0,5, -3) são 
LI, pois v, * k v, para qualquer k ER. 


V) Se uma parte de um conjunto A C V é LD, A também é LD. De 
fato, supondo que em 


Aya Aba ds, rap a sRUAE 

a parte 
A, = (0,0, o U,) é LD, 

o que significa existirem a, * O que satisfazem a igualdade: 
avitav,+.tav, =0 

e esses mesmos a, < () também satisfazem a igualdade: 


0; + ad, + rap, + Ud + as E DO, = À 
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LopojÃv= [uva sv neta ré ED: 


VI) Se um conjunto A C V é LI, qualquer parte A, de A é também LI. 
De fato, se A, fosse LD, pela propriedade anterior, o conjunto A seria LD, o 
que contraria a hipótese. 


VII SeÃ = fu, my CVéLCB = st jE VELD 0 é 
combinação linear de v,, ...v,. De fato, se B é LD, existem escalares a, ..., à, b, 
nem todos nulos, tais que: 

av, +... +rav,+bo=0 

Seb = 0, então algum dos a; não é zero na igualdade: 


avi t..+av, =0 


o que contradiz a hipótese de que A é LI. Por conseguinte, b * O e: 


bo =-av,-..-av, 
ep e 
p= di Ep a 


isto é, w é combinação linear de 05, ..., V,- 


1.7.2 — Problemas Resolvidos 


Nos problemas de 1 a 3 verificar se são LD ou LI os conjuntos dados. 
Lis = da ti (o E RO 
Solução 


O conjunto, por ter dois vetores tais que um não é múltiplo escalar do 
outro, é LI. 


2) A = ((12,6), (4,9) CR? 
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Solução 


O conjunto, por ter dois vetores tais que um é múltiplo escalar do outro 
(o 12 é o triplo do 2º), é LD. 


A = ((23)(012),(0,01)) CIR 
Solução 
Seja a equação: 
a,(1,2,3) + a+(0,1,2) + as(0,0,1) = O 
(a,, 234, 3a1) + (0, às, 24,5) + (0,0,35) = (0,0,0) 
(a, 2a, + a,,3a, + 2a, + às) = (0,0,0) 
Dessa igualdade resulta o sistema 
a 


2a, + à, 


0 
0 
0 


que admite somente a solução trivial: a, = a, = a; = 0. Portanto, o conjunto é 
tir 


1.8 — BASE E DIMENSÃO 


1.8.1 — Base de um Espaço Vetorial 


Um conjunto B = (v,,...,v,y € V é uma base do espaço vetorial V se: 
1 BéLI 
I) BgeraV 
Exemplos 
1) B = ((1,0), (0,1)) é base do IR?, denominada base canônica. De fato: 
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1) Bé LI (ver Exemplo 1, item 1.7) 

Il) B gera IR? (ver Exemplo1, item 1.5) 
2) B = ((1,2), (3,5)) é base do IR? De fato: 

D BélI. 

a1(1, 2) + a,(3,5) = (0,0) 

(ay, 2a,) + (3a,, Sa,) = (0,0) 

(a, + 3a,, 2a, + 5a;) = (0,0) 


ou 


2a, + 5a, = 0 


| a+3a, = 0 


sistema que admite somente a solução trivial (a, = a, = 0), o que confirma ser 
B 


Il) B gera o IR? (ver Problema 1, item 1.5) 

3) B = (e, = (1,0,0), e, = (0,1,0), e = (0,0,1)) é base da IRº. De fato: 
D B é LI (ver exemplo 2, item 1.7) 
Il) B gera IRº (ver exemplo 3, item 1.5) 

4) B=(v,=(1,1,1),0,=(1,1,0),0;=(1,0,0)) é base do IRº. De fato: 
D BéLI 
a;(1,1,1) + a,(1,1,0) + as(1,0,0) = 0 
(a, à, aj) + (a,,a,, 0) + (as, 0,0) = (0,0,0) 


(+ a Fãs a a, a) - (0,0,0) 
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ou 


a+ra+ra =0 
a, + à O) 
a, 0 


sistema que admite somente a solução trivial (a, = a, = a; = 0),0 que confirma 
serB LI. 


I) B gera o IRº, De fato, qualquer vetor v = (x, y, z) é combinação 
linear dev, v,e vs: 


(x,y, Z) = av, + av, + aus 
(x,y, 2) = a/(1,1,1) + a(1,1,0) + as(1,0,0) 
(x, Y z) E (a,,31,ã1) E (as, da; 0) te (as, 0, 0) 


Xyz)=la ta + asa + aa) 
ou 


aqtat+ra, =x 
a + a, 
a = 7 


| 
t< 


istoé,a =za=y-Zzea;=x-y; portanto: 

(x,y,Z) E ZA) a (y-z)(1,1,0) sa (x-y)(0,0,1), 
o que comprova ser qualquer vetor v = (x,y,z) combinação linear de v,,v, e vs. 
Logo, [v1» vas v3] = IR'. 


5) B = ((1,2),(2,4)) não é base do IR? pois B é LD (verificação análoga 
à do exemplo 3, item 1.7). 

6) B = ((1,0), (0,1), (7,4)) não é base do IR?, pois é LD (ver exemplo 
4, item 1.7). 
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1.8.2 — Dimensão de um Espaço Vetorial 
Se V é um vetorial e possui uma base com n vetores, V tem dimensão 
n. À dimensão de V se indica por dim V = n. 


e O espaço vetorial (0), constituído somente pelo vetor nulo, é de 
dimensão zero. 


Exemplos 

1) dim IR? = 2 (ver exemplos 1 e 2, item1.8.1). 
2) dimIRº = 3 (ver Exemplos 3 e 4, item 1.8.1). 
3) dim 40) = 0 


1.8.3 — Propriedades Relativas à Base e à Dimensão 


1) Qualquer conjunto LI de um espaço vetorial V é base do subspaço 
por E gerado. Por exemplo, o conjunto 


= Te, = (1,0,0), e, = (0,1,0))C IRº 
gera o subespaço: 
S = ((x,y, 0)E IRº/x,y E IR! (ver Exemplo 2, item 1.5) 


Como B é também LI, B é base de S. 


Il) Se B = (uv, v,, ..., Vn+ for base de um espaço vetorial V, todo 
conjunto com mais de n vetores de V é LD. 


Para simplificar, sejam dim V = 2e B = (v,, v,) uma base de V e 
considere-se B'= (0, w,, w,) CV. Pretende-se mostrar que B' é LD. Para 
tanto é suficiente provar que existem escalares x; (com i = 1, 2, 3), não todos 
nulos, tais que: 


XD, + X90, + x,03 = 0 (1) 
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Tendo em vista que B é uma base de V, os vetores de B' podem ser 
escritos como combinação linear dos vetores de B, isto é, existem escalares 
a, b, c(i = 1,2), tais que: 


wD, = byyv, + by, (2) 


WD; = Ui + Gu 

Substituindo-se w,, w, e w, de (2) e (1), vem: 

xi(av, + a,05) + xo(Dyv, + Duo) + Xa(cv; + Gu, ) = 0 
ou 

(ax, + bx, + cxo)v, + (ax, + Dx, + cxs)v, = 0 


Por serem v, e v, LI, tem-se 
ap 4 bo eg = 0 
0 


Il 


a,X, + DX, + CX 


Esse sistema linear homogêneo, por term = 3 variáveis (x, x ex) en = 2 
equações (m > n), admite soluções não triviais, isto é, existe x, * 0, o que prova 
que B é LD. 


A demonstração pode ser estendida, com raciocínio análogo, para B 
contendo n vetores e B'm vetores, comm > n. 


Esta propriedade assegura que, num espaço vetorial V de dimensão n, 
qualquer conjunto LI de V tem, no máximo, n vetores. Assim, por exemplo, já 
se viu que dimensão IR? = 2e, portanto, no IR? o número máximo de vetores 
LI é 2 e todo conjunto com mais de 2 vetores (Exemplo 4, item 1.7) é LD. 


II) Duas bases quaisquer de um espaço vetorial têm o mesmo número 
de vetores. De fato: 
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Sejam À = (v,..,v,jeB = (m,,..., vm) duas bases de um espaço 
vetorial V. Como A é base e B é LI, pela propriedade anterior n > m. Por outra 
parte, como B é a base e A é LI, deve-se tern < m. Logon = m. 


IV) SeB = [v,,v,,...,v,j é uma base de um espaço vetorial V, qualquer 
vetor v E V se exprime de maneira única como combinação linear dos vetores 
de B. De fato, tendo em vista que B é uma base de V, para qualquer v E V pode 
se escrever: 


v=ay+tav, +. +tav, (3) 


Supondo que o vetor v pudesse ser expresso como outra combinação linear dos 
vetores da base, ter-se-ia: 


v=bo ++. +-bo, (4) 
Subtraindo, membro a membro, a igualdade (4) da igualdade (3), vem: 

O = (a-byv, + (a,-bo)v, +... + (abyv, 

Tendo em vista que.os vetores da base são LI: 

ab =0, ab, =0,..,ab, = 0, 
isto É: 

a =b,a=b,..a, =b, 


Os números a, a, ..., a, São pois, univocamente determinados pelo 
vetor v e pela base (v,, v,,..., V,). 


V) Se V é um espaço vetorial tal que dim V = ne S é um subespaço 
vetorial de V, então dim S < n. 


No caso de dim S = n, tem-se S = V, isto é,S é subespaço trivial de V; se 
dimS < n,S é subespaço próprio de V. 


VI) A dimensão de um subespaço vetorial pode ser determinada pelo 
número de variáveis livres de seu vetor genérico. O fato pode ser verificado por 
meio do seguinte problema: Determinar a dimensão do subespaço 
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S = ((xy2z) EIR*/2x + y + z = 0) 
Isolando z (ou x, ou y) na equação de definição, tem-se: 
Z = -2xy, 
onde x e y são as variáveis livres. Para qualquer vetor (x,y,Z) ES tem-se: 


(xyz) = (x, y, -2x-y) 
ou 
(47,2) = (x, 0, -2x) + (0,y,-y) 
ou ainda, 
(x,y,Z) = x(1,0,-2) + y(0,1,-1), (1) 


isto é, todo vetor de S é combinação linear dos vetores (1,0,-2) e (0,1-1). Como 
esses dois vetores geradores de S são LI, o conjunto ((1,0,-2), (0,1,-1)) é uma 
base de S e, consequentemente, dim S = 2. 


Mas, tendo em vista que a cada variável livre xe y corresponde um vetor 
da base na igualdade (1), conclui-se que o número de variáveis livres é a dimensão 
do subespaço. 


e Se se desejasse apenas obter uma base do subespaço S, se adotaria, 
na prática, um processo simplificado. Assim, no subespaço S onde z = -2x-y, 


fazendox = ley = 1,vem:z=-2-1=3 “v,=(1,1,3), 
fazendox = -ley =2,vem:z=22=0 “.v,=(-1,2,0), 


oconjuntoS = ((1,1,-3), (-1,2,0)+ é outra base de S. Na verdade, S tem infinitas 
bases, porém todas com dois vetores somente. 














34 Introdução à Álgebra Linear 











1.9 — COMPONENTES DE UM VETOR 


Na propriedade IV do item anterior, viu-se que vEV é expresso assim: 


v = 2,0, + 4,0; +. + am 


nn 


sendo B = (v,, v5, ..., vp + uma base de V. Os números a;,a,, ..., à,, univocamente 
determinados por v e pela base B, são denominados componentes ou coorde- 
nadas de v em relação à base B. 


e Umvetor vE V (dim V = n), de componentes a,, a,, .... a, em 
relação a uma base B, é indicado por vp e se representa por: 


tg = (Oy Aos da) 


O mesmo vetor v pode ser representado na forma matricial: 


e Osvetores de uma base B = (v,,v,, ..., vn) de um espaço vetorial V 
podem ser representados por uma matriz na qual as componentes de cada vetor 
da base constituem uma coluna dessa matriz, dispostas as colunas na ordem em 
que os vetores foram enunciados. Assim, a base 


B = [v = (1,4,1),0; = (1,7,0),0; = (2,0,0)J do Rº 


é representada por : 


ão e ra 
B=|4 7 0 
É a 


e Se os vetores de uma base A = (v, = (X1, X12), Vz = (X, X22)) do 
DU EA E É a E 
IR* tiverem, por conveniência ou necessidade, de ser escritos em linha numa 
matriz, se escreverá: 
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X21 22 2 Xy 


x x , ; GD 
ft | H 4 , pois a transporta de A'é A = É À 


e As bases canônicas do IR?, IR, ..., IR" são representadas, cada uma, 
por uma matriz unidade (também chamada matriz identidade): 


1% des O pe ; i ; 
0 1 ES Pd LS ; : S 
à i DO e 


1.10 — MUDANÇA DE BASE 


Dadas duas bases A e B de um espaço vetorial V, pretende-se estabe- 
lecer a relação entre as componentes de um vetor v em relação à base A e as 
componentes do mesmo vetor em relação à base B. Para facilitar, considere-se 
o caso em que dim V =2. O problema para espaços vetoriais de dimensão n é 
análogo. 


Sejam as bases A = (v,v,) e B = (w,,0w,) de V. Dado um vetor 
v E V, este será combinação linear dos vetores das bases À e B: 


V=XV, +, (1) 
ou 
LI 
va = (x, X>) ou, ainda, va = E (1-1) 
2 
e 
V = Yi + yMd, (2) 
ou 


vp = (Yi, y2) ou, ainda, vp = É 
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Por outro lado, os vetores da base A podem ser escritos em relação à 


base B, isto é: 
Vi = ag, + am, 
Vz = dj, + am, 
Substituindo-se v, e v, de (3) em ( 1), vem: 
V = xi(ag0, + ay00,) + xa, + a0,) 
ou 
v = (ax + apx)o, + (ayx + AX)» 
Comparando as igualdades (4) e (2) vem: 
Yi = AX + ax, 
da Moço + dx, 
ou na forma matricial: 
8 jr Salm 
hp dy do) |X 


Tendo em vista as igualdades (2-1) e (1-1) e fazendo 


a equação matricial (5) pode ser escrita assim: 


G) 


(4) 


(5) 


(6) 


A finalidade da matriz M, chamada matriz de mudança de base de A 
para B, é transformar as componentes de um vetor v na base A em componentes 
do mesmo vetor v na base B. Se se quiser, em lugar de transformar v, em vp, 


transformar vp em va, a igualdade (6) 


Mva = vp 
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permite escrever 
E -1 
va = Mus (7) 


uma vez que M é inversível. Assim, M transforma v, em vp e M” transforma vg 
emva- 


1.10.1 — Determinação da Matriz de Mudança de Base 


As igualdades (3) do item anterior permitem escrever: 


Sd mat SA, ai W1 (8) 
v, d12 doa us) 
Fazendo 


vi = (Xprx2o) v=(M,x%), 0O=nypv) e m=(Yy Y22), 
a igualdade (8) fica 
Xn Xp ChEL o AO ÃO (9) 
XX» dy à) |Ynx Ya 
Sig da A!, RR o Ap M' e Ja Mala B' 
Xm Xy dy dy Ya Jo 


logo a equação (9) é 


A! a M'B' 


mas, 


ou 
A = BM (propriedade da matiz transposta). 
Como B é uma matriz inversível, vem: 


M = BIA (10) 
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e Da igualdade (10), conforme propriedade da matriz inversa, vem: 
M"= AdB (11) 


e Não é demais insistir: M é matriz de mudança de base de A para B 
(da primeira base para a segunda) e M'! é matriz de mudança de base de B para 
A (da segunda para a primeira). 


É facil entender que a matriz de mudança de base num espaço de 
dimensão 3 ou de dimensão n é dada pela mesma fórmula (M = B!A ou 
Mº = AB), sendo A e B de ordem 3 ou n, uma vez que a demonstração 
respectiva é análoga à do espaço de dimensão 2. 


e Se a base A for a base canônica e, portanto A = I, tem-se: 


M = Bi (12) 
MI =B (13) 
1.10.2 — Problemas Resolvidos 


Os problemas 1 a 4 se referem às bases do IR*; 
Ve TULS), (1,-2)) eb 18,5); (1,2)> 


1) Determinar a matriz de mudança de base de A para B. 


Solução 
M = BIA 

mas, 
noir Da de es o O 
A= |; 3] n= |; | derB= |5 0[=6 S=, E 
is E so 
EA 

logo: 











logo: 
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2) Determinar a matriz de mudança de base de B para A. 


Solução 
Mº = AÍB 
q sa = 
=] [8.3] qua 
2 1 
ss 9 5 
a a 
5 5 
2 1 u 
SR Ed EO 4 pa SS 
VR É | = 4 
5 5 5 


3) Sabendo que va = (3,2), calcular vp. 
Solução 


vg = Mus 


e= [4 cai Bl) = [io 


4) Sabendo que vg = (5,-10), calcular va. 


Solução 
v= IM va 
El 


Via = 


nf nja 
1 
fa 
O A 
Li 
II 
RS 
2 O 
[EE | 


in|a | 


nf un|R 
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5) Considere-se no IR?, a base canônica A = (e, = (1,0), e, = (0,1)) 
ecabaseB = (v, = (1,3),v, = (1,-2)+. Sabendo que v, = (5,0), calcular vp. 


Solução 
vg = Mva 
e 
MB 
logo: 
tg = By, 
mas, 
2 
E 1 NR 
va = o] B Ee E RE 
5 
logo: 
2 1 
Lc 5 o] pdoe 
SE ORA pa 
5 a 


anja wujm 


A Figura 1.10-5 mostra que o vetor de componentes 5 e O na base 


canônica A tem componentes 2 e 3 na base B: 
(5,0) = 5(1,0) + 0(0, 1) 
(5,0) = 2(1,3) + 3(1, -2) 


e Se fosse dado vp = (2,3), 0 leitor encontraria v, = (5,0). 


6) Dadas a base canônica A = (e, = (1,0), e = (0,1)+ e a base 
B=(v,=(2,1),0,=(-1,2)) do IR? calcular vp sabendo-se que va = (4,7). 


Solução 


vg = Mus 
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E rante o A O Ce 


M = B!A 
A = 
M = Bi 
vp Biva 





mas: 


e 
> 
ll 
Ec A 
E 
(os) 
I 
[a 6) 
figa 
O 
a 
ta 
| 
|] 
nf | 
AO njm 
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logo: 
2 1 
e e] SL |4/ 0 13 
aa Son op 
E) 5 
A Figura 1.10-6 mostra que: 
(4,7) = 4e, + Te, 
= 3, + 2, 
ou 
(4,7) = 4(1,0) + 7(0,1) 
= 3(2,1) + 2(-1,2), 
isto é, 


(4,7) = (4a FE (3,2)p 





Figura 1.10-6 





Espaços vetoriais 43 
DO eis a ie E O CC mi 


1.11 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas de 1 a 4, apresenta-se, em cada um deles, um conjunto 
com as operações de adição e multiplicação por escalar nele definidas. Verificar 
quais deles são espaços vetoriais. Para aqueles que não são, citar os axiomas que 
não se verificam. 


1) ((x,2x3x);x ER] comasopera- 2) IR?, com as operações: 
ções usuais (a, b) + (cd) = (a,b) 
a(a, b) = (aa, ab) 


3) A=((gyEIR?/y=S5Sxjcom 4 R?, com as operações: 
as operações usuais (4,3) + (1,7) = (x + x,y +y) 
a(x, y) = (ax, 0) 
Nos problemas 5 a 8 são apresentados subconjuntos do IR? Verificar 
quais deles são subespaços vetoriais do Rº relativamente às operações usuais 
de adição e multiplicação por escalar. 


dj S=4069)/3. oi 6) S=((x,x);xE IR) 
DS = (04, 9)/x + 3y = 05 8) S=((4y)/y=x+1) 
Os problemas 9 a 10 se referem aos vetores u = (2,3,2)euv = (-1,2,4) 
do IRº. 
9) Escrever o vetor w = (7,-11,2) 10) Para que valor de k o vetor 
como combinação linear deu ev v = (-8, 14, x) é combinação li- 


near deu ev? 


Os problemas 11 e 12 se referem aos vetores v; = (-1,2,1), v, = (1,0,2) 
ev, = (-2,-1,0) do IR. 


11) Expressar o vetor u = (-8,4,1) 12) Expressar o vetorv = (0,2,3) co- 
como combinação linear dos mo combinação linear de v,, v, € 
vetores v,v, € U; v, 


13) Dado o conjunto A = (v, = (-1,3,-1),v, = (1,2,4)+ € IRº, determinar: 
a) o subespaço G(A) 
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14) Determinar o subespaço G(A) para A = ((1, -2), (-2,4)FC IR? dizer o 
que representa geometricamente esse subespaço. 


15) Mostrar que os vetores v, = (1,1, 1),v, = (0,1,1) ev; = (0,0, 1) geram 
o IRº. 


16) Classificar os seguintes subconjuntos do IR? em LI ou LD: 
a) 1(1,3)) b) (1,3), (2,6)5 
c) ((2,=1), (3,5)+ d) (1,0), (1,1); (3,5)) 
17) Classificar os seguintes subconjuntos do IR? em LI ou LD: 
a) 1(-2,1,3)) by UT-LI, CLLDS 
c) 1(2,-1,0), (-1,3,0),(3,-4,0)) d) RUAS (0,0,0), (1,5,2)) 


18) Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base do 
IRº: 


a) 1(1,2), (-1,3)) b) 1(3,-6), (-4,8)) 
c) 1(0,0), (2,3)5 d) 1(3,-1), (2,3)) 
19) Verificar quais dos seguintes conjuntos vetores formam uma base do IR?: 
a) ((1,1,-1), (2,-1,0), (3,2,0)) b) ((1,0,1), (0,-1,2), (-2,1,-4)> 
c) 1(2,1,-1), (-1,0,1), (0,0,1)> d) ((1,2,3), (4,1,2)+ 


Os problemas 20 a 22 se referem às bases do IR?: 


A = ((2,-1), (-1,1)+, B = ((1,0), Zen a D = pelados (1,-1)) e 
G = 1(-1,-3), (3,5)) 


20) Calcular vg sabendo que va = (4,3) 
21) Calcular v, sabendo que vg = (7,-1) 
22) Calcular vg sabendo que vp = (2,3) 


23) Sabendo que A = ((1,3), (2,-4) | é base do IR? e que a matriz M de mudança 
de base de A para B é: 
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Ea -7 6 
rubro E 11 | 
determinar a base B. 


24) Considerar, no IR?, as bases A = ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)) e 
B = ((1,0,-1), (0,1,-1), (-1,1, D+. 


a) Determinar a matriz M de mudança de base de A para B; 
b) Calcular vg sabendo que vs = (1,2,3) 
c) Calcular v, sabendo que vg = (7,-4,6) 


25) Sabendo que vg = (3,-2,0), calcular va, sendo 


É dan sa 
M= 1 1 0 
é LR é 


a matriz de mudança de base de A para B. 
Os problemas 26 e d7se referem aos seguintes subespaços doIR': 
S, Estad eronA +b+c=0te 
S, = ((a,b,c,d)/a-2b = 0ec = 3d) 

26) Determinar dim S, e uma base de S,. 


27) Determinar dim S, e uma base de S,. 


1.11.1 — Respostas dos Problemas Propostos 


1) O conjunto é um espaço vetorial. 2) Não é espaço vetorial. Não se ve- 
rificam os axiomas A, A, e A,. 


3) O conjunto é um espaço vetorial. 4) Não é espaço vetorial. Não se ve- 
rifica o axioma M,. 


5) Sé subespaço. 6) Snão é subespaço. 
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7) Sé subespaço. 
9 v=3u-v 
1) u=3,-v, + 2, 


13) a) G(A) = [(x,y,7) EIR*/10x + 
3y-z =0+ 
b) x = -13 

15) ,yz) = x, + (y-xv, + 
+ (z-y)u, 

17) à) Li b) LI; 
co) LD; d) LD. 

19) a),c) 

21) va = (4,3) 

23) B = 1(3,-2), (=2,1)+ 

25) Ui =A-5,32) 

21) dim S, = 2. Uma base se obtém 


do modo indicado no problema 
26. 


8) S não é subespaço. 

10) x = 12 

ljv=u + ut ur, 
14) ((xy) E IR?/y = -2x). O subes- 


paço representa uma reta que 
passa pela origem. 


16) a) Li; b) LD; 
es LT: q): ED. 

18 a), d) 

20) vp = (7,-1) 

22) vg = (1,4) 

24) nu d 1 
ams = 0 -1 

id a 1 

b) vp e (7,-4,6) 
c) va = (1,23) 


26) dimS, = 3. Para obter uma base 
proceder de acordo com a pro- 
priedade VI, item 1.8.3. 














Capítulo 2 


ESPAÇOS VETORIAIS 
EUCLIDIANOS 


2.1 — PRODUTO INTERNO EM ESPAÇOS VETORIAIS 


Em Geometria Analítica se define o produto escalar (ou produto interno 
usual) de dois vetores no IRZe no IR e se estabelecem, por meio desse produto, 
algumas propriedades geométricas daqueles vetores*. Agora, pretende-se 
generalizar o conceito de produto interno e, a partir dessa generalização, 
definir as noções de comprimento ou módulo, distância e ângulo num espaço 
vetorial V. 


Chama-se produto interno no espaço vetorial V uma aplicação de V x Vem 
RR que a todo par de vetores (4, v) E V x V associa um número real, indicado 
poru vou por <u,v>, tal que os seguintes axiomas sejam verificados: 

P)ucv=vu 

P)u(oto)=uvt+tuw 

P;) (au) :v =a(u:v) para todo número real a 


P) ucuz0eu:u = Ose,esomentese,u = 0 


* Ver Geometria Analítica (Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle) — Editora McGraw-Hill. 
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e O número real yu * v é também chamado de produto interno dos | 
vetores u ev. | 
e Da definição de produto interno decorrem as propriedades: | 
DD sd Di), ME V 
D(urvy)co=uo+rv ow 
OD u(av)=a(u:v) 
Mu(lutw+.tvu)=2"“tucmyr.+UuU, 
Exemplos 
1) No espaço vetorial V = IR, a aplicação (função) que associa a cada 
par de vetores u = (x, yj)ev = (x, y;) 0 número real 
Hºv = 2X + 5yyo 


é um produto interno. De fato: 


P) uv = 2x + 5Syy, 
= 2xX, +5y5 
= vu 
P)) Sew =(x,ys), então: 
ue (v+ro) = (Gy) (M+xy+y3) 
= 2x (X +X3) + 5y (vp + 93) 
= (2xX, + Syyyo) + (2xx5 + Syyy3) 
=u'v+U 
P;) (au):v = (ex, ay) * (x,,y2) 
= 2 (ax)x + 5 (ay) y, 
= a(2xX + 5yjy2) 
= (uv) 
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P)uu=Am+Sy=k+S/>0euu =2x/+5y/ =0se, 
e somente se, x, = y, = O,istoé, seu = (0,0) = 0. 


“e O produto interno examinado neste exemplo é diferente do produto 
interno usual no IR; este seria definido por: 


MV = XX +yYIya 


Daí se depreende ser possível a existência de mais um produto interno 
num mesmo espaço vetorial. 


2) Seu = (Xp ypZ/) EU = (x, Y» Z9) São vetores quaisquer do IR, o 
número real 


MV =X +yYy + 


define o produto interno usual no IR, 


De forma análoga, seu = (x,X, «,X)€U = (Yp Y> -» Yn) O número 
real 


Lev =Xy, +Xy +. + XY 


define o poduto interno usual no IR 


2.1.1 — Problemas Resolvidos 
1) Em relação ao produto interno usual do IR, calcular u * v, sendo: 


Ju=(2,6e v=(3,4) 
bD)u=(4,8)e v=(0,0) 


Solução 
Juev=2(3)+6(-4) =-6-24 = -30 
bDucv=4(0)+8(0)=0+0=0 
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2) Em relação ao produto interno u - v = 2x,X, + 5yy» calcular u * 
parau = (2,1)ev = (3,-2) 

Solução 

uev=2(0)(3)+5(1)(-2) = 12-10 =2 

3) Sejam v, = (1,2, 3), v, = (3,-1, 1) ev; = (2, -2, 0) doR. 


Considerando esse espaço munido do produto interno usual, determinar o vetor 
utalqueu ev, =4u':v=6eu':v;=2. 


Solução 

Seu = (x,y, z), então: 
(x,y,2)* (1,2,-3) = 4 
(x,y,Z)' (3,-1,-1) = 6 
(x, 7,2) * (2,-2,0) — 2 


Efetuando os produtos internos indicados, obtém-se o sistema 


x+ 2y- 32 =4 
XY 2a 6 
2X dy =2 


cuja solução éx = 3,y = 2ez = 1.Logo,u = (3,2, 1). 


2.2 — ESPAÇO VETORIAL EUCLIDIANO 


Um espaço vetorial real, de dimensão finita, no qual está definido um 
produto interno, é um espaço vetorial euclidiano. Neste capítulo serão conside- 
rados somente espaços vetoriais euclidianos. 
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2.3 — MÓDULO DE UM VETOR 


Dado um vetor v de um espaço vetorial euclidiano V, chama-se módulo, 
norma ou comprimento de v o número real não-negativo, indicado por |v], 
definido por: 


jul=Vu.v 


Assim, sev = (xp Yp Z1) for um vetor do IR com produto interno usual, 
tem-se: 


= E Rad 
jo | = VOZ)" Ep Z) = Ki E y E Z 
Se |v | =1,istoé,sev -v = 1,ovetor v é chamado vetor unitário. 


Dado um vetor não-nulo v E V, o vetor 


1 v 
a O 
|v | v | 


é um vetor unitário. De fato: 


v 


po | jul ct! 


(o 
| 
(e 
[e 
| 
E 
[) 
| 
pa 





Us ZE rE : E 
Portanto, era é unitário. Diz-se, nesse caso, que o vetor v foi 


normalizado. 


2.3.1 — Problemas Resolvidos 


1) Dado o vetor v = (-2,1,2) E IR, calcular o módulo de v e 
normalizar v, considerando que: 


a) IR está munido do produto interno usual; 
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b) em IRestá definido o produto interno v,: v, = 3xX + 2y1yp + Z1Z», 
sendo v; = (X,Yp Z)) VU; = (X, Yp, 29). 


Solução 
ao(s CEZAR (52,12) E to sap epa tipos? 
=vV4+1+4=vV9=3 














ERR ra E ER 
[o | 3 & a 23 
b) Jul=Y(212):(-21,2) = Y3€ +21) +42 
-/DF2Fã=v8 
ELR E SE Do 
[o Tao oito a TR TR) 


É importante observar que o módulo de v depende do produto interno 
utilizado: se o produto interno muda, o módulo se modifica. Por outro lado, os 


v E RE E 
dois vetores To obtidos em a) e b), a partir de v, são unitários em relação ao 


respectivo produto interno. 


2) Dado o espaço vetorial V = IRê, munido do produto interno usual, 





calcular a componente m do vetor v = (6, -3, m) de modo que |v | = 7. 
Solução 
jvl=/6€+0C3L+m = 7 
V36+94+m = 7 
50 +94+m? = 49 
m> =" 4 
m =+2 
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2.3.2 — Propriedades do Módulo de um Vetor 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. 

D|v|>0 Yve Velv]| =0 se esomentese,v = 0 

Esta propriedade é uma consequência de P,. 

D lavl=|e||v|,VYvevV, Va ER.Defato: 
jav|=Y(av)-(av) = Y(u.v) =|a| Vv.v=|allo| 
OD ju-v|<|u||v|,Yu, vEV.Defato: 

a) Seu =0 ou v = 0, vale a igualdade |u: v | = jul|v|=0 


b) Se nem u nem v são nulos, para qualquer a € IR, vale a 
desigualdade: 


(u+av)(u+av) > 0pelo axioma P, 
ou 

uu+u(avy+(av)u+e(v:v)>0 
ou ainda 

juPo+uva+|u|?>0 

Tendo em vista que o primeiro membro dessa igualdade é um trinômio 
do 2º grau em a (|v|? > 0) que deve ser positivo ou nulo para qualquer valor 


de a, o discriminante do trinômio deve ser negativo ou nulo: 


Qu.v)-4|u|2ulÊ<o 
a(u.v)-4 |ul? [0] <0 
(pu uy Ju? [u] =0 
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mas 

no) =|uo |? 
logo: 

lnvf-Iuf|ovf<o 
e 


luv] <J|ullol 


Essa desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz ou 
Inequação de Cauchy-Schwarz. 


IV) ju +v] <|jul+|v|,Vu,veEV. De fato: 
lu +v] =VW+v(u+0) 
ju +v| =vVuu+tiue)+rvcu 


e +ou JP = [u[f+ 2) + jo 

mas, 

uv<|uv|<|ullo| 
logo: 

lu+rvlÉs|uP+2ullol+|o] 
ou 

po a] o ff) 
ou, ainda 


lu+vl<|ul+|0] 
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Essa desigualdade, denominada desigualdade triangular, vista no IR ou no IR, 
confirma a propriedade geométrica segundo a qual, num triângulo, a soma dos 
comprimentos de dois lados é maior do que o comprimento do terceiro lado 
(Fig. 2.3.2). 





Figura 2.3.2 


A igualdade somente ocorre quando os dois vetores» e v são colineares. 


24 — ÂNGULO DE DOIS VETORES 


Dados dois vetores u e v não nulos, de um espaço vetorial V, a desi- 
gualdade de Schwarz |u.v | <|u | |v | pode ser escrita assim: 


ou 


agr o 


o que implica: 
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u.v 


«lx — «1 
luto] 


Por esse motivo, pode-se dizer que a fração 


lu ||ov| 


é igual ao co-seno de um ângulo 0, denominado ângulo dos vetores u e v: 


ate ay 0O< 0<ga 
tulio! 


2.4.1 — Problemas Resolvidos 


Nos problemas 1 e 2, considerando o produto interno usual no IR e no 
IR'respectivamente, calcular o ângulo entre os vetores dados em cada um deles. 


Du =(21,-5)ev =(5,0,2) 


Solução 

ul =Y2+2+(-5) = vV4FIFD = v30 
ju =/24+0+2 =v35+F0F4 = v2 
uev = U5)+1(0)-5(2)=10+0-10=0 


0 


ra ço oie RL so == 
Roso piop dos  * “é 


Ia 


2) u = (1,-1,2,3)ev = (2,0,1,-2) 


Solução 


|| P+C-12+2+82 =V141+4+9 = V15 
jul =/V2+0+2+(-22 = V4+0+1F4 = vD=3 
1(2)-1(0) + AD) +3(-2)=2-0+2-6=-2 


II 





[E 
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LAN! SRU RA E A e 2 
o ETTA] E ER “+ 60 = arccos ( 35) 





3) Sendo V um espaço vetorial euclidiano e u, v E V, calcular o 
co-seno do ângulo entre os vetores u e v, sabendo que |u| =3, |vu| = 7e 








muro) =4v53. 

Solução 

ju+v| = VQ+ro(u+o) 

[pus us peDo ai Da 
a = Po luv A 
80 = 94+2u-v+49 
Quev = 80-58 
ZU E az 

7 RR) = 11 

goiropais lda Dr nid org Soma 


erro, S%7 soil 


4) No espaço vetorial das matrizes quadradas V = M,, dadas duas 
matrizes quaisquer 


pe b; as a Db, , | 
TNE= ae: ue E , O número rea 


M WU = dd; ar b;b, + CC Gm dd, 


define um produto interno em M,. 


Sabendo que: u = E | e v= k FP 


calcular: 


a) ju +v| 


b) o ângulo entreu ev 
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Solução 


no cnsé[i ef fd 
jol= Vo v=/2+4+0+2=vV1+16+0+4= 
= v21i=[|u+v| 
b) lul=Vpp=/2+2+(-1)+2=vV1+4+1+1=V7 
juf=Vvv=/0+2+2+412=V0+4F1I+F1=v6 
HO) +AD-UMD + MD) =0+4-1+1=4 


cos O = EN fi EN EE O ER 
ju ||o| VT xv6 v 42 v 42 


pºU 


2.5 — DISTÂNCIA ENTRE DOIS VETORES 


Chama-se distância entre dois vetores (ou pontos) 4 e v, o número real, 
representado por d (4,v), definido por: 


d (uv) = fu-v | 


Seu = (x,y/)ev = (x, y,) são vetores (ou pontos) do IR?, com produto 
interno usual, tem-se: 


d(uv=|u-v|l=|(x-x y-y2)| 
ou: 


duo) = + yo) 


Exemplo 


Calcular a distância entre os vetores (ou pontos) u = (9,5)ev = (4,2). 
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Solução 


duo) = V(9-4)+(5-2) =V243 = V25+9 = 
=v3 = 5,83 


2.6 — VETORES ORTOGONAIS 


Dado um espaço vetorial euclidiano V, diz-se que dois vetores u ev de 
V são ortogonais, e se representa por u L v,se, e somentese, u *v = 0. 


e Ovetor O E Vé ortogonala qualquer vetorv E V: 0.0 = 0 
e Seu Lv, entãoau Lv, paratodoa E IR 

o Seulvenlv,então (uy +u)) Lv 

Exemplos 


1) Osvetoresu = (2,7)ev = (-7,2) de IR, munido do produto interno 
usual, são ortogonais. De fato: 


uv=UN+T(2D)=-14+14=0 


2) Osvetoresu = (-32)e v =(4,3) são ortogonais no espaço vetorial 
V = IR?em relação ao produto interno (xy, y5) . (X y2) = X1Xp + 2y1y>. De fato: 


uv =34)+20)=-12+12=0 


2.7 — CONJUNTO ORTOGONAL DE VETORES 


Dado um espaço vetorial euclidiano V, diz-se que um conjunto de 
vetores ( v,,V>, .., Un) E V é ortogonal, se dois vetores quaisquer, distintos, são 
ortogonais, isto é,v; : v; = Oparai =). Exemplo: 
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No IR, o conjunto ((1,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)+ é ortogonal em relação 
ao produto interno usual. De fato: 


(1,2,-3) . (3,0,1) 1(3) + 20)-3(1) =3 + 0-3 =0 
(1,2-3).(1,5,3) = 1) +2(5)-3(3)=1-10+9=0 
(3,0,1).(1,5,3) = HD+OS)+1(3)=3+0-3=0 


2.7.1 — Conjunto Ortogonal e Independência Linear 
Um conjunto ortogonal de vetores não-nulos A = (v,,v,, ...,v,j deum 
espaço vetorial euclidiano V é linearmente independente (LI). De fato, 
efetuando, em ambos os membros da igualdade 
Grão +.tav, =0 
o produto interno por v, vem: 
(av tav+.+Hav) v=00 
ou 
atocv)r..ra(o v)+..ra(o, -v)=0 
Tendo em vista que A é ortogonal, v, -v; = Oparaj=i,ev, :v; = 0,poisv, = O: 
a(O) +..tra(v cv)+t.+a (0) =0, 


ou 


o que implica a, = O parai = 1,2,...,n. Logo, A = fv,v,,.., v,) é LI. 
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2.8 — BASE ORTOGONAL 


Uma base B = (v,, v,, ..., v,) de um espaço vetorial euclidiano V é 
ortogonal se os seus vetores são dois a dois ortogonais. 


Considerando o que foi visto no item anterior, se dim V = n, qualquer 
conjunto de n vetores não-nulos e dois a dois ortogonais, constitui uma base 
ortogonal. O conjunto B = ((1,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)!, apresentado como 
exemplo em 2.7, é uma base ortogonal do IR 


2.8.1 — Base Ortonormal 


Uma base B = (v,, v,, ..., vn de um espaço vetorial euclidiano V é 
ortonormal se B é ortogonal e todos os seus vetores são unitários, isto é: 


O parai j 
lparai=) 


Exemplos 


1) As bases canônicas ((1,0), (0,1)) do IR, ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) do 
Re ((1,0,0,...,0), (0,1,0,.. 50),...,(0,0,0,...,1) + do IR? são bases ortonormais desses 
espaços em relação ao produto interno usual. 





2) Abase B =[v, = (5, ne -> te | do IR é orto- 
normal em-relação ao produto interno usual. De fato: 

mv Sc Driçõãe=- Bco 

bip alado dna do G=45] 
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3) Uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base 
ortogonal normalizando cada um de seus vetores. Assim, da base ortogonal 
B=(v =(12,3)v,=(30,1), v,=(1,-5,-3)) do IR, relativamente ao 
produto interno usual, pode-se obter a base ortonormal B'=[ My Mo Us |» 


























sendo: 
divido giram POR Bio 6 nie Pa 
ma [Et | VP+2+4(-3? V1+4+9 
fc! 2 3, 
V14'vi4 vVI4 
gui Pl MEO rage se rn (SUPORTO a aqsa L, 
e [lv] V24+40E+2 V9+041 V10 V10 
Let Fauna qonllio Bram Sh vobos a Ip lilbsm Sado) 
OO Ji] VEGEJ ED  VIFAFS 


no gen 
35 V35' VS) 








O leitor poderá verificar que: 


Mito = bd; =H'tua=0 
Mid = Ho'Mo = Hy'dy =1 


2.8.2 — Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt 


Dado um espaço vetorial euclidiano V e uma base não ortogonal 
A = (UV, Va, «., Va) desse espaço, é possível, a partir dessa base, determinar 
uma base ortogonal B de V. 


De fato, sabendo que v,, v,, ...v, não são ortogonais, considere-se 


Wj = 4 (1) 
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(v,- aw):w, =0 


v;'wm,- (ww) = 0 


v, * 
q = 2 isto é, 
WD, * 0 
obesos ETR oia (2) 
2 2 o * | 1 


Assim, os vetores w, e w, são ortogonais. 


| Considere-se o vetor w, = v;-a,w,-a;w,e determinem-se os valores de 
a, € a, de maneira que o vetor w; seja ortogonal aos vetores w, e w,: 


(v,- 40,- am): m, = 0 
(v;- a0,- am) w =0 


vs" 0,- a(m,m)- a(m,:w) = 0 
vz" W,- a(W," W)- am, W,) = 


| 
(em) 


Tendo em vista que w, * mv, =0,:* w, = 0,vem: 


1% * 04 - ato a) ="6 
Vv;" 0,- a(0,* 0) = 0 


e 
Va * Dj O Maca 
ap = : : a = » IStO É, 
WD, * Dj WD * WD 
V3 * WD V3 * WD (3) 
= da NT! O Rene E 
3 Pa É q, 0) ek | D) 1 


Assim, Os vetores w,, w, € w; são ortogonais. Procedendo-se de modo 
análogo, obtém-se os demais vetores ortogonais da base B sendo 
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de smiles (4) 


a fórmula que permite calcular qualquer vetor w, € B, i variando de 1 a n. 
Assinale-se que, em (4), sei = 3, se obtém (3); sei = 2se obtém (2) e sei = 1,se 
obtém (1). 


Assim, a partir da base não ortogonal A = (v,, vy ..., V,j se obteve a base 
ortogonal B = (0w,, w», ... W,), como se desejava. 


O processo que permite a determinação de uma base ortogonal B a 
partir de uma base qualquer A chama-se processo de ortogonalização de 
Gram-Schmidt. 


e Se se desejar uma base ortonormal C = (4, 4», ..., tn) basta norma- 
O: 
lizar cada vetor w, de B. Assim, fazendo u; = TESE tem-se a base € que é 


uma base ortonormal obtida por meio da base ortogonal B, a partir da base 
inicial não-ortogonal A. 


Exemplo 
Dada a base não-ortogonal, em relação ao produto interno usual, 
A = =(ldj = 01 watt, 

determinar: 


a) uma base ortogonal B = (w,, w,, w3 ) pelo processo de ortogo- 
nalização de Gram-Schmidt; 


b) uma base ortonormal C = (u,, 4», us ) normalizando cada vetor w; 
de B. 
Solução 


a) substituindo em (4), sucessivamente, i por 1,ipor2eipor3, pode-se 
escrever 
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(do Ex MOR e Es À a Sa 


Dil to ds LA (ld dr o 


1 1 





co = Rana 
o a, A = 3 (11,1) = Gº3'3) 


1 
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2114 %2EH 
Ene Mio gba lama 
sq on Si pe 2 
al RA Go 
144 
WD, (0, - 5º5) 


e! ; 
AbaseB =(m, = (1,1,1), w, = (- : = o. mw; = (0, - 25) ) ébase 


ortogonal obtida a partir da base não ortogonal A. 


























bt) py = 5 ad) diodo bogalhr, alum dos 
E rel 205] quvo ol PR EREE midi R Giaa Ra eU 
Zoo l PR! 
a de Rr 
3 ER aÃe 
b.2) u, = Es RR à ESTE 
2 2 E FE Rca 
P+HGO+HO ta 
eta ue 
Lala cosa E] 
Y5 C Yo vovo) 
3 
Led Ja 
dan o o 
b3)u; = Peida 
CO Ve + Vol 
La 
dica ARS A 
Fnve uslBpenal à pa 
2 
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A base 
= Ea: 1 | ne 1 1 
Co Se Ha =( TO ei A 
ii 1 
fia (Dio o ad 


é base ortonormal. De fato: 

Pé BS by = us Us Sd 

dn Mo = dy "Ma — Bo" Ma =D 
2.8.3 — PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Calcular o valor de x para que os vetores u = (5,k,-3)e 
v = (k, 1,2) sejam ortogonais em relação ao produto interno usual do IR. 


Solução 
Eb o =) 
(5,%,-3).(k,1,2) = 0 
SK + 1x-6 =0 
6k =6 
Ko =1 


2) Dados V = IR e o produto interno (x,, y,) * (X»Y2) = 2xX + 3y1J» 
calcular um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores u = (1,2) e 
v = (2,4). 


Solução 
Sejaw = (x,y)talquew Luew 1 v, isto é: 


ou =0 (4) (12) = 0 
f v=0 iii e =0 
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Com o produto interno dado obtém-se o sistema 


2x+ 6y = 0 
4x + 12y = 0 


cuja solução é x = -3y. 
Logo, w = (3y,y) = y(-3, 1) paray E IR 


Portanto, existem infinitos vetores simultaneamente ortogonais au e v, porém 
todos múltiplos de (-3, 1). Paray =1, por exemplo, obtém-se w, = (-3, 1) que, 
normalizado, fica: 


UA Ea — Ada CAD. 


+0 du; ACO EFA ADI 





e 
Di a421 
Assim, o vetor s, é um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores 
H ev, em relação ao produto interno dado. 


3) O conjunto B = ((1, -1), (2, m)) é uma base ortogonal do IR? em 
relação ao produto interno (x,, y,) * (x5,Y2) = 2XX + Yyijy>- 


a) Calcular o valor de m. 
b) Determinar, a partir de B, uma base ortonormal. 
Solução 


a) Tendo em vista que B é ortogonal, tem-se: 


(1,-D-(Z2m) = 0 
2(D(2)-1m) = 0 
4-m = 0 

m = 4 


b) Normalizando cada vetor de B = ((1,-1), (2, 4): segundo o produto 
interno dado, vem: 
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Ea lose) La (er1) Es (1d) a 
PAL Do, Mare VFS 
(sd 





v3 O G5'v3 
à [ereto RR CA ei 
V(2, 4) (2,4) perigos devo 


— St A 
2 VM O 6 TST 











Logo, B” = (11,1) é uma base ortonormal do IR? em relação ao produto interno 
dado. 


2.9 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas 1 a 4, considerando os vetores v, = (x,y) €U, = (X, >) 
do espaço vetorial V = IR, verificar quais das funções f:V x V=>R definidas 
em cada um deles, são produtos internos em V. 


1) Ff (0,0) = XX + Xyyp + Xoyy + Zyyo 
2) (vp v7) = XX Yi 

3) (vp 07) = xx + yyyá 

4) f (vp 0) =x + yy + 1 


Nos problemas 5 a 8, considerando os vetores v, = (x,y Z1) 
e v, = (X,, Y2, 22) do espaço vetorial V = IR, verificar quais das funções 
f:VxV>lR, definidas em cada um deles, são produtos internos em V. Para 
aquelas que não são produto interno, citar os axiomas que não se verificam: 


5) f (vv) = XX + 3yyy> 
6) f (vv) = 3xx, + Syyyp + 2212, 
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7) E (vv) = xyz + Ixyi + 222, 

8) f (vv) = XX + yo + AZ -Xy-Xyy> 

Nos problemas 9 e 10, considerando os vetores u = (x,y )ev = (x,y), 
calcular os produtos internos indicados em cada um deles. 

Duv=x% +yy para u=(1,-1) ce v=(7,4) 

10) uev=3x +4yy para u=(23) e v=(5,3) 


Nos problemas 11 e 12, considerando os vetores u = (x,, y1, Z1) € 
v = (X,, Y2 Z2), calcular os produtos internos indicados em cada um deles. 


I)ucv=x% +yyo + uz para u =(6,4,-2) e v=(2,3,-5) 
ID)ucv=4kx+2yy+6z para u=(1,1,1) e v=(1,0,1) 


Nos problemas 13 e 14, calcular o módulo dos vetores v E R?e 
v E IRº em relação ao produto interno usual. 


13) u = (4,7) 
14) v = (1,2,3) 


Nos problemas 15 e 16, calcular o módulo de cada um dos vetores 
do IRº, em relação ao produto interno V/"V, = 4x,X + 2y,y, + Z,z,, sendo 


4 =— CY) é U = (MV Z5). 
15) v = (3,-1,4) 
16) u = (-2,-5,-7) 


17) Normalizar cada um dos vetores dos problemas 13 a 16. 


Nos problemas 18 a 20, calcular a distância entre os vetores dados em 
cada um deles. 
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18) u=(5,6)ev = (10,7) 

19) u=(-3,1,9)ev = (8,14,6) 

20) u = (4,1,7,9)ev = (2,-3,-5,-11) 

Nos problemas 21 a 24, considerando o produto interno usual no IR, 


no IR e no IR, calcular o ângulo entre os pares de vetores dados em cada um 
deles. 








21) u = (10,-3) e v= (3,10) 
Vo va WE. 
dee o (o OR dr 


23) u = (3,1,-7) e v=(0,1,3) 
24)u=(1,2,-1,-2) e v=(0,1,-1,-2) 


25) Dadas duas matrizes quaisquer 


a RS b; judo b, 
do espaço vetorial V = M,, munido do produto interno 
Mu o DA dyd, “+ b,b, + CC, + dd, 
e dados os vetores 
= 2 j) rd dt 2 0) 
á Eco a pal 
calcular: 


a) [Ju +v| 
b) d(u, v)=[|u-v| 


c) o ângulo entre yu ev. 
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26) Considerar, no IR, o produto interno usual e calcular os valores de 
m para os quais os vetores 4 e v são ortogonais: 


a) u = (3m, 2, -m) e v =(-4,1,5) 
b) u = (0, m-1,4) e v = (5,m-1,-1) 
27) Calcular um vetor v simultaneamente ortogonal aos vetores 


v,=(1,1,2), vw=(5,1,3) e v; = ((2,-2,-3) do espaço vetorial V = IR 
em relação ao produto interno usual. 





28) Calcular um vetor unitário u simultaneamente ortogonal aos veto- 
resv; = (1,-1,2) e v; = (2, 1,0) do espaço vetorial V = IRemrelaçãoao | 
produto interno: | 

(xy Yo Z1) * (XY 23) = 2xX + y1y2 + 42,7, | 


29) Dado o espaço vetorial V = M,, munido do produto interno 
definido no problema 25, calcular x de modo que 


e] 


sejam ortogonais. 


30) Sendo V = IR', munido do produto interno usual, determinar um vetor 
não-nulo v E IR, simultaneamente ortogonala v, = (1,1,1, -1), v, = (1,2,0,1) 
e v,=(-4,1,5,2). 


31) O conjunto B = ((2, -1), (x, 1) + é uma base ortogonal do IR em 
relação ao produto interno: 
(x, Y1) «(xo Yo) = Dx, + yo + XY + yo 


Calcular o valor de x e obter, a partir de B, uma base B” ortonormal. 


Nos problemas 32 a 34, é dada, em cada um deles, uma base não-orto- 
gonal A, em relação ao produto interno usual. Determinar, a partir de A: 





TT 
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a) uma base ortogonal B, utilizando o processo de ortogonalização de 
Gram-Schmidt; 


b) uma base ortonormal €, normalizando cada vetor de B. 
3») A=do = (3,4), 0, = (1,2) 

3), A = (0,010; (018 0; 04 =-(0,15,2) 
349) A=(u,=(1,0,1), v,=(1,0,-1) vu; = (0,3, 4)) 


2.9.1 - Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 


1) É produto interno. 

2) Não é. 

3) Não é 

4) Não é. 

5) Não é. Não se verifica o axioma P, . 

6) É. 

7) Não é. Não se verificam os axiomas P, e Ps. 

8) É. 

9 a 12) Roteiro: Esses problemas são resolvidos de modo análogo ao 
dos problemas 1 e 2, item 2.1.1. 


13 e 14) Roteiro: Esses problemas são resolvidos de modo análogo ao 
do problema 1, alínea a), 1º parte, item 2.3.1. 


15 e 16) Roteiro: Esses problemas são resolvidos de modo análogo ao 
do problema 1, alínea b), 1º parte, item 2.3.1. 


17) Roteiro: Esse problema é resolvido de modo análogo ao do pro- 
blema 1, alíneas a) e b), 2º parte, item 2.3.1. 


18a 20) Roteiro: Esses problemas são resolvidos de modo análogo ao 
do Exemplo do item 2.5. 
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21324) Roteiro: Esses problemas são resolvidos de modo análogo ao 
dos problemas 1 e 2, item 2.4. 

25) Roteiro: Esse problema é resolvido de modo análogo ao do pro- 
blema 4, item 2.4. 


2 
17º bm =30u-l 


27) v = a(1,7,-4), a EIR 


26) a) m = 


| nina É 
28) M =(G 2 9 z 6) 
29) x = 4 
30) Uma solução: v = (9, -8, 6, 7) 


1 à TR dar AS vê 
MU a e B = [e v5>» ( TED 


32) a B=(0,=(34),0,=(-43)) 
3 
ED) 


» 0; =(0,-1,1)) 





nas 


D)C=[m= (9 m=( 





pe 


3) a) B=(0,=(1,0,0), w,=(0,1, 


JM 1 seis al 
b) C=[m=(1,0,0) m= 0777 = (0 757) | 
34) a) B=(v,=(1,0,1), 0,=(1,0,-1), 0,=(0,1,0)) 


1 1 1 sie 
b) C=[n=G5 DMD): 5 =(0, 1,0) | 




















Capítulo & 


TRANSFORMAÇÕES 
LINEARES 


3.1 — FUNÇÕES VETORIAIS 


Neste Capítulo será estudado um tipo especial de função (ou aplicação) 
onde o domínio e o contradomínio são espaços vetoriais reais. Assim, tanto a 
variável independente como a variável dependente são vetores, razão pela qual 
essas funções são chamadas funções vetoriais ou tranformações vetoriais. 


Para dizer que f é uma transformação do espaço vetorial V no espaço 
vetorial W, escreve-se f: V > W. Sendo f uma função, cada vetor v E V tem um 
só vetor imagem w E W, que será indicado por w = f(v). 


Exemplo 


Uma transformação f : IR > IR? associa vetores v = (x, y) E IR? com 
vetores w = (a,b,c) E IR (Fig. 3.1). 


Se a lei que define f é tal que 
a=3x, b=-2y e C=x-y, 
a imagem de cada vetor (x, y) será representada por 


f (x, y) E (3x, -2Y, XY). 
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Figura 3.1 


No caso de serv = (x,y) = (2, 1), tem-se: 


q =f(2,1) = (32), -2(1), 2-1) = (6,-2,1) 


3.2 - TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Sejam V e W espaços vetoriais. Uma aplicação f: V > W é chamada 
transformação linear de Vem W, se 


D fu +v)=f(u) +f(v) 
1) Han) = af(u), 
para VuvEVeVaclR. 


Observe-se que, em I,u + v E V, enquantof (u) + f(v) E W. Do mesmo modo, 
emll auEVecf(u)EW (Fig. 3.2.9). 


e Uma transformação linear de Vem V (é o caso de V = W) é 
chamada operador linear sobre V. 








Transformações lineares 77 


V W 





Figura 3.2.a 


Exemplos 


D fIR>IR,f(x,y) = (3x,-2y,x-y) é linear. De fato, seu = (x,y) 
e v = (x,y) são vetores genéricos do IR, tem-se: 


D fu + v) 


Il 


fx +xy +Y) 
3x + x) - 27, + y5). E + x))- (4 +75) 
Ux Rs 27, -29,% + XY) 
Greer) FS 27,8-Yo) 
f(u) + f(v). 
IH) Para todo « E IR tem-se: 

flau) = f(axpay,) 


ax 240) 


CE, 275 K=Y4) 
a f(u). 


2) f:IR->IR 


xP 3xouf(x) = 3xélinear. Defato,seu =x, e v = x,são 
vetores quaisquer de IR (os vetores, nesse caso, são números reais), tem-se: 
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Dfiutov) = f(x, Fã) 


= 30x) 
E Da OA 
= [(u) + f(0). 
D f(cu) = fax) 
= 34X, 
= 4(3x,) 
= af(u). 
3) A transformação identidade 


EV >V 
vrrv oul(v) = v é linear. De fato: 
DIWU+v)=u+rv=I+I() 
DM i(au)=au =al(u) 
4) A transformação nula (ou zero) 
f:V > Wf(v) = 0é linear (Fig. 3.2. b). De fato: 
DfW+v0)=0=0+0=f(u)+f(v) 
DD f(eu)=0=a0=af(u) 





Figura 3.2.b. 
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5) Seja A uma matriz de ordem 3 x 2. Essa matriz determina a 
transformação 


far > IR 

vPAv ou fa(v) = Av que é linear. De fato: 
DfaWu+v)=A(u+v)=Au+Av=óf(u)+fa(v) 
1) fa (au) = A(au) = a(Au) = afs (4) 


Se, por exemplo, se tiver 


| 
4| e v = (x,y) for considerado um vetor-coluna 
0 


ww WON 


A(,2) = 


x 
oa EE 


o produto Av é 


o o 
3 á il = |3x+ 4y 
5 0 


e, portanto, 


fa (6,7) = (2x -y,3x + 4y, 5x), 


o que significa que a matriz A(s ») determinou a transformação do vetor 
v = (x,y) E IR no vetor w = (2x -y, 3x + 4y, 5x) E IR, transformação essa 
que é linear. 


e De forma genérica, toda matriz A(,, n) determina a transformação 
linear 


fa: Rº>R” 


onde a imagem fa (v) é o produto da matriz Am, n) pelo vetor-coluna vç, 1): 
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Am, n) x Rr n, Ja = (Av), 1) = fa (v). 


Uma transformação linear desse tipo chama-se multiplicação por 4. 


e Em 3.6 se verá o inverso, isto é, toda transformação linear 
fIR > Rº pode ser representada por uma matriz de ordem m X n. 


6) A transformação f: IR > IR, f (x,y) = (x?, 3y) não é linear. De fato, 
seu = (x,y))ev = (x,y>) são vetores quaisquer do IR, tem-se: 

fu+v) = f(x + XY + Y2) = ((x; Lo tt 3 (y ER Y2)) E 
(8 Ze, FR 3y, + 3) 


enquanto, 
Fu) + f(v) = (44, 3y) + (43,375) = (4 + x5,3y, + 3y5), 


isto é, f(u+vf(u)+f(v). 


3.2.1 —e Interpretação Geométrica 
Uma interpretação geométrica do significado de uma transformação 
linear pode ser dada considerando, por exemplo, o operador linear 
fIR>IR,f (ey) = (3x +y,2x + 3y) 
Seu =(-1,1) e v =(0,1)tem-sef(u) = (4,1) e f(v) = (1,3). 


A Fig. 3.2.1.3 mostra que, sendo u + v a diagonal do paralelogramo 
determinado por u e v, sua imagem f (u + v) representa a diagonal do 
paralelogramo determinado por f (u) ef(v), isto é, f(u + v)=f(u) + f(v). 
Diz-se, nesse caso, que f preserva a adição de vetores. 
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Figura 3.2.1.a 


A Fig. 3.2.1 b mostra que, ao se multiplicar o vetor u por 2, por exemplo, 
sua imagem f (u) também fica multiplicada por 2. Esse fato vale para qualquer 
areal, isto é, f(au) = af(u). Diz-se, nesse caso, que f preserva a multiplicação 
de um vetor por um escalar. 








Figura 3.2.1.b 
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3.2.2 — Propriedades das Transformações Lineares 


1) SefiV > W é uma transformação linear, a imagem do vetor 0 E V 
é ovetor 0 E W. Esta propriedade decorre da condição II da definição, em 3.2, 
de transformação linear, para a = 0: 


F(0) = f(00) = 0f(v) = 0 
e Nos exemplos 1 e 2, de 3.2, verifica-se que 
f(0,0) = (0,0,0) ef(0) = 0 
e, em ambos os casos, as transformações são lineares. Entretanto, no exemplo 
6 do mesmo item, embora f (0, 0) = (0, 0), a transformação não é linear. Esses 
exemplos mostram que se f: V > W é linear, então f (0) = 0, mas a recíproca 
não é verdadeira, isto é, pode existir transformação com f (0) = 0 e f não ser 


linear. Uma conclusão, pois, se impõe: se f (0) (0, a transformação não é linear. 
o caso, por exemplo, da transformação: 


fIR>IR,f(x,y,2)=(2x+3, 3x + 42) 
que não é linear porque: 
1(0,0,0) = (3,0) = 0. 
I) Sef:V > W é uma transformação linear, tem-se: 
av tav)=a f(v)+a f(v,) 


paraV v,v,EVe Va,a ER isto é, a imagem de uma combinação linear 
dos vetores v, e v, é uma combinação linear das imagens f (v,) e f (v,) com os 
mesmos coeficientes a, e a,. Este fato vale de modo geral: 

Fla E asa rito AUn) = a F(vs) + + anf(v,) 


SeB = (v,.., Va; é uma base de V, paratodov EV, da, ... a, EIR tal 
que 


v=4v+t.e+av, 
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e, portanto, 


fO)= a, (0) + Lorna, Flog, 
isto é, dado v E V, o vetor f (v) estará determinado se forem conhecidas as 
imagens dos vetores de B. Em outras palavras, sempre que forem dados 
f(v), .. f(v,), onde (uv, ..., v,y é base do domínio V, a transformação linear f 
está perfeitamente definida. 
3.2.3 - Problemas Resolvidos 

1) Seja f: IRê > IR uma transformação linear e 


B="0,/= (010,0 =(01,0,1),% = (14,0) 


uma base do IR. Sabendo que f(v) = (1, -D,f(v;)) = (3,1)ef(vs) = (0,2), 
determinar: 


a) 165; 3; 2) 
b) f(x,y, Z) 
Solução 


a) Expressando o vetor (5, 3, -2) como combinação linear dos vetores 
da base, vem: 


(5, 3,2) = a, (0,1,0) + a; (1; 0,1) 401,10) 


ou 
a+a= 5 
EL) = Z, 


sistema cuja solução é: a, = -4,a, = -2 e a; = 7. Então, 


(5,3,-2) = 40,-20, + Tv, 
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Aplicando f, vem: 
[6,3,-2) = -4f(v)-2f(0,)) + 7f(v5) 
= -4(1,-2)-2(3,1) + 7(0,2) 
= (-4,8) + (-6,-2) + (0, 14) 
= (-10,20) 


b) Procedendo do mesmo modo com o vetor genérico (x, y, z), tem-se: 


(4,2) = 44 (0,1,0) + a, (1,0,1) + as (1, 1,0) 


ou 
do + ds SUX 
a Z 9 

sistema cuja solução é:a, = -x+y +Za=2z e a =x-z. Então, 


Cyo)=(x+ry+ovtzv+(x-zu. 
Aplicando a f, vem: 


f(x, y,2) 


(x+y+2) flv) +zf(v;) + (x-2) f(v;) 
Ex+y+9)(1,-) +2z2(3,1)+ (x-2)(0,2) 
(x+y+z,2x-2y-22) + (32,2) + (0, 2x- 22) 
(-x+y +42,4x-2y-32) 


2) Um operador linear f: IRº > IRÊ é definido por f (1,0) = (2,-3) e 
(0,1) = (-4,1). 


Determinar f(x, y). 
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Solução 

Observando que ((1, 0), (0, 1)+ é a base canônica do IR? e que 
(x,y) =x(1,0) + y(0, 1) vem: 

Ty) = xf(1,0) + yf(0,1) 

x(2,-3) + y(-4,1) 

(2x, -3x) + (-4y,y) 

(2x -4y, -3x + y) 


3) Seja f: V > W uma transformação linear. Mostrar que: 

a) f(v) = f(v) 

b) f(u-v) =f(u) f(v) 

Solução 

a) flu = (A) mello = 2 (O) 

b) fu-v) =F(u + Cv) =f(u) + FCIv) =f(u)-F(v) 
4) Seja o operador linear no IRº definido por: 

fxyp)=(xX+2y+2zx+2y-z,-x+y +42). 

a) Determinar o vetor yu E IR tal que f (u) = (-1,8,-11) 


b) Determinar o vetor v EIRê tal que f(v) = v 


Solução 
a) Sendo f(u) = (-1,8,-11), isto é, 
(x+2y+2z,x+2y-z,x+y + 42) = (-1,8, -11), tem-se: 


x + Ze -1 
Xx+Xy>- gn= 8 
er y rd = ll. 
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sistema cuja solução é:x = 1,y =2 e z=3. 
Logo, u = (1, 2, -3). 
b) Sendov = (x,y, z) ef(v)=v ou f(x,y,2z) = (x,y,Z), tem-se: 


(x+2y+2z,x+2y-z-x+y + 42) = (x,y,2) 


ou 
X Feby +. Ze =X 
XrZy- g=y 
Xp tude a 


sistema cuja solução geralé:x = 2z e y = -z. 


Assim, existem infinitos vetores v € IR tais que f(v) = v e todos da 
formav = (2z,-z,z)ouv = z(2,-1,1), zEIR 


3.3 - NÚCLEO DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Chama-se núcleo de uma transformação linear f: V > W ao conjunto 
de todos os vetores v € V que são transformados em 0 E W. Indica-se esse 
conjunto por N(f) ou ker(f): 

N(f) = (ve Víf(v) = 0) 


A Figura 3.3 mostra que N(f) € V e todos seus vetores têm uma única 
imagem que é o vetor zero de W. 


Observe o leitor que N(f) * 2, pois 0 E N(f) uma vez que f(0) = 0. 
Exemplos 
1) O núcleo da transformação linear 


fIR>IR, f(x,y) = (x-2y,x + 3y) 
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W 





Figura 3.3 
é o conjunto 
N(f = ((,y) EIR/f(x,y) = (0,0), isto é 
(x -2Y, X + 3y) EE (0, 0) 


ou 


0 
0 


non 


b) 


Xx- 2y 
Xx+ 5y 
sistema cuja solução é x = y = 0. 


Logo, N(f) = ((0, 0)+. 


2) Seja a transformação linear 
ER >Rf(xy2z)=(xy+4,3kx+y+ 82) 


Por definição, N(f) = [(x,y,2) EIR/f(x,y,7) = (0,0)), isto é, um vetor 
(x,y, Z) E N(f) se, e somente se, 


(x-y + 42,3x + y + 82) = (0,0) 
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ou 


sistema cuja solução é:x = -3Jzey = Z. 
Logo, 
N(f) = 1(-37,2,7) ER/zEIR) = (2(-3,1,1)/zEIR) 


ou 


N(f = [(-3,1, 1). 


3.4 - IMAGEM DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Chama-se imagem de uma transformação linear f: V > W ao conjunto 
dos vetores w € W que são imagens de vetores vEV. Indica-se esse conjunto 


por Im(f) ou f (V): 
Im (f) = (o EW/f(v) = w paraalgum v E V). 


A Figura 3.4.3 apresenta o conjunto Im(f) C W e também o 
núcleo de f. 





Figura 3.4.a 
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Observe-se que Im (f) 2, pois O = f(0) E Im (f). 


e Se Im(f) = W, f diz-se sobrejetora, isto é, para todo w E W, existe 
pelo menos umv E V' tal que f (v) = q. 


Exemplos 


1) Seja FI >IR, f(x,y,7) = (x,y,0) a projeção ortogonal do IR 
sobre o plano x O y. A imagem de f é o próprio plano x Oy (Fig. 3.4.b): 


In(f) = («y,0)0€R/xy€e BR) 
Observe-se que o núcleo de f é o eixo dos z: 
N() = ((0,0,2)/ z E IR). 


pois f (0,0,z) = (0,0, 0) para todo z E IR. 





flv) = (xy,0) 


Figura 3.4.b 
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2) A imagem da transformação identidade I: V > V, definida por 
I(v)=v, Y v EV, é todo espaço V. O núcleo, nesse caso, é N(f) = (05. 


3) A imagem da transformação nula f: V>W, com f(v) = 0, 
VvEV,éo conjunto Im(f) = (0. O núcleo, nesse caso, é todo o espaço V. 


3.5 — PROPRIEDADES DO NÚCLEO E DA IMAGEM 


1) O núcleo de uma transformação linear £ V > W é um subespaço 
vetorial de V. De fato, sejam v, e v; vetores pertencentes ao N(f) e a um número 
real qualquer. Então, f (v,)) = 0,f(v,) = 0 e: 


Div +roj=jto)+itv)=0+0=D, 
isto é, v, +v, ENC) 
Djcv)=af(v)=20=0, 
isto é,av, EN(f) 
2) A imagem de uma transformação linear f V > W é um subespaço 
vetorial de W. De fato: 


Sejam w, e w, vetores pertencentes à Im(f) e « um número real qualquer. A 
dass! 2 Pp 
propriedade fica demonstrada se se provar que: 


o, + 0,€ Enf) 
1) «o, E Im (f, 

isto é, deve-se mostrar que existem vetores v e u pertencentes a V, tais que 
flw)=o+o e f(u)j=am,. 


Como w,, w, E Im (f), existem vetores v,, v; E V tais que f(v,)) = w, e 
f(v,) =w,.Fazendov =v, +v, eu =av, tem-se: 


IO) =, +v)=f)+I(uv)=0, + 0, 
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fu) =f(av) =af(v) = am, 


Portanto, Im (f) é um subespaço vetorial de W. 


3) Se V é um espaço vetorial da dimensão finita e f: V > W uma 
transformação linear, dim N(f) + dim Im(f) = dim V. 


A propriedade não será demonstrada, mas comprovada por meio de 
problemas a serem resolvidos em 3.5.1 e dos exemplos dados em 3.4: 


a) no exemplo 1, o núcleo (eixo dos z) tem dimensão 1 e a imagem 
(plano x O y) tem dimensão 2, enquanto o domínio IR tem dimensão 3; 


b) no exemplo 2 da transformação identidade, tem-se dim N(f) = 0. 
Consegientemente, dim Im (f) = dim V, pois Im (f) = V; 


c) no exemplo 3 da transformação nula, tem-se dim Im (f) = 0. 
Portanto, dim N (f) = dim V, pois N (f) = V. 


3.5.1 — Problemas Resolvidos 
1) Dado o operador linear 
fR>R,f(xgyz)=(x+2y-zy+2zx+3y+ 2), 


a) determinar o núcleo de f, a dimensão do núcleo e uma de suas bases; 


b) determinar a imagem de f, a dimensão da imagem e uma de suas 


bases; 
c) verificar a propriedade da dimensão (propriedade 3 de 3.5). 
Solução 
a) N() =((6,7,27) EIR/f(x,y,2) = (0,0,0)) 

De 


(x+2y-zy+2z,x+3y + 2) = (0,0,0) vem 
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XEoaye- +g 
2 
XP idya es Z 


0 
0 
0, 
sistema cuja solução é x = 5z,y = -2z ou (5z,- 2z,z),z E IR logo: 

N(f) = ((5z, -22,2),z ERR) = (2(5,-2,1)/zE IR) = [(5,-2, 1)] 

a,) A única variável livre é z. Portanto: 

dmN(9 =1 (1) 


a;) Fazendo, em z(5,-2,1), z=1,obtém-seovetorv = (5,-2, 1) 
e ((5, -2,1)) é uma base de N(f). 

by Im(f) = ((a,b,c) €EIR/f(x,y,7) = (a,b,c)), isto é, 

(a,b,c) E Im (f) se existe (x, y, z) E IR tal que 

(x+2y-zy +2z,x+3y + 2) = (a,b,c) 


ou 
+ Eca = a 
y+2z=b 
o E, VU, 


sistema que só admite solução sea + b-c = 0 (ver prob.3, item A.40.1, 
APÊNDICE) 


Logo, Im(f) = ((a,b,c) EIR/a + b-c = 0) 
b,) Como são duas as variáveis livresema + b-c = 0 
(c=a+b, por exemplo), tem-se: 


dim Im(f) = 2 (2) 
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b,) Fazendo emc = a + b, 
a=leb=0,vem:c=1 “«v,=(1,0,1), 
a=0eb=1,vem:c=1 .v,=(0,1,1), 
o conjunto (v, = (1,0, 1),v, = (0, 1, 1)) é uma base de Im(f). 
c) A propriedade da dimensão afirma que 


dim N(f) + dim Im(f) = dim IR (V = IR, no caso) (3) 


dim IR? = 3 (4) 


Substituindo (1), (2) e (4) em (3), verifica-se que 


L4Z=3: 


2) Verificar se o vetor (5, 3) pertence ao conjunto Im (f), sendo 
fIR>IR,f(x,y) = (x-2y,2x + 3y) 
Solução 
Para que o vetor (5, 3) E Im (f) é necessário que exista (x, y) E IRê tal que 
f0,y) = (x-2y,2x + 3y) = (5,3) 


ou que o sistema 


tenha solução. Ora, como o sistema tem solução (x=3 ey =-1), 


(5,3) E Im (f). 
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3.6 — MATRIZ DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Sejam f: V > W uma transformação linear, A uma base de V e B uma 
base de W. Sem prejuízo da generalização, será considerado o caso em 
que dim V = 2edimW = 3.Sejam A = (vu, v,JeB = (w, w, w; bases de 
Ve W, respectivamente. Um vetor v E V pode ser expresso por 


V =X, + Xv, ou VA = (XX) 
e a imagem f (v) por 

flv) = yo, +ym, ty; ou fl = Y3) (1) 
Por outro lado: 

FM) = [Cv + x02) = xf (01) + xf (05) (2) 


Sendo f (v,) e f (v,) vetores de W, eles serão combinações lineares dos vetores 
de B: 


F(v,) = ago, + aqm, + ass (3) 


f(v,) = a 0, + a, + ams (4) 


Substituindo (3) e (4) em (2), vem 


f(v) =x, (a, 0, + a; + ams) + x (a 0, + a, + a00s) 


ou 
f(v) = (ax + ap x,)0 + (4X + 2X) 0, + 


+ (a X + a32X) O; (5) 


Comparando (5) com (1), conclui-se que: 
Yi = AX + ak 
y2 = dk + dx, 


y3 = ayX, + a3X, 

















Transformações lineares 95 





ou, na forma matricial 


DAM po dy do 
X1 
da | = "| dar dz % 
2 
Y3 da da 


ou, ainda, simbolicamente 
f(v)p = Tua 


sendo a matriz 


dy diz 
T=|a% dz 
da1 da, 


denominada matriz de f em relação às bases A e B. Essa matriz T é, na verdade, 
um operador que transforma va (componentes de um vetor v na base A) em 
f(v)p (componentes da imagem de v na base B). 


e A matriz T é de ordem 3 x 2 sempre que dim V = 2e dm W = 3. 
Se a transformação linear f: V > W tivesse dim V = ne dim W = m, Tseria 
uma matriz de ordem m X n. 


e As colunas da matriz T são as componentes das imagens dos vetores 
v, e v, da base A de V em relação à base B de W, conforme se verifica em (3) 


e (4): 


dg dy 
dy dy 
d31 da 


Hvds Hv)p 


e Amatriz T depende das bases A e B consideradas, isto é, a cada dupla 
de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformação linear 
poderá ter uma infinidade de matrizes a representá-la. No entanto, fixadas as 
bases, a matriz é única. 
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3.6.1 — Problemas Resolvidos 
1) Dadas a transformação linear 
fR>SR,f(xy,z)=(2x-y+23x+y-22) 

e as bases 
A=(u=(1,1,1,0 =(0,1,1),%v =(0,0,1))e 
B = 1W4 E (2, 1), w, pe (5a) E 
a) determinar T, matriz de f nas bases A e B; 


b)sev = (3, -4, 2) (vetor com componentes em relação à base 
canônica do IR), calcular f (v)p utilizando a matriz T. 


Solução 
a) A matriz T é de ordem 2 x 3: 
T= E da 
ay Vo oufia 
t t t 
Hd Td Cds 


TO) =7 04, 1,1) =2,2) = A(Z, 1) + 2,,(5,3) 
E + Sa teto E = A, 





Il 
OO) 


la, + 3a, a = 2 


f(v)) = F(0,1,1) = (0,-1) = a,(2,1) + 2,(5,3) 
Za» + Sa =" 0 | 5.5 
la, + 3a, = -1 K do = 2 
flv) =f(0,0,1) = (1,-2) = as(2, 1) + aza(5, 3) 


2ày3 + Sã = 1 à às = 15 
la + 3a ú dm = 


II 
I 
bQ 
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logo: 
RE PRE Re RR 
E” | Zu - ] 
b) Sabe-se que 


O) =Tva (1) 


Tendo em vista que v = (3, -4, 2) está expresso na base canônica, deve-se, 
primeiramente, expressá-lo na base A. Seja va = (a, b, c), isto é, 


(3, -4,2) = a (1,1,1) + b(0,1,1) + c(0,0,1) 


ou 


= 4 
2, 


po 


se» 


+ b 
+ b+ c 


sistema cuja solução éa= 3,b= -7 e c=6,ouseja,va = (3, -7,6). 


Substituindo Te va em (1), vem 
os dai 
eai Ms 


6 
f0) = | a 


e Observe-se que 


f(v)s 


f(v) = 31(2,1)-10(5,3) = (62,31) - (50,30) = (12, 1), 


isto é, os números 12 e 1 são as componentes de f (v) em relação à base canônica 
do IR: 


(12, 1) = 12 (1,0) + 1(0, 1) = (12,0) + (0,1) = (12, 1). 
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Naturalmente f (v) = (12, 1) também seria obtido por 


f(x,y,2) = (2x-y + 2,3x + y- 2z), considerando-se v = (3, -4, 2): 
fl) = (2(3)-(4) + 2,3(3) + (-4)-2(2)) 
f(v) =(6+4+2,9-4-4) = (12,1). 

2) Considerando as bases canônicas A = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) 


eB = ((1,0),(0, 1) do IR e do IR, respectivamente, e a mesma transformação 
linear do problema anterior 


fR>IRf(y,2z)=(2X-y+2z3x+y-22), (2) 
a) determinar T, matriz de f nas bases A e B; 
b) sev = (3,-4, 2), calcular f (v)p, utilizando a matriz T. 
Solução 
a) f(1,0,0) = (2,3) = 2(1,0) + 3(0,1) 
f(0,1,0) = (1,1) = -1(1,0) + 1(0,1) 
f(0,0,1) = (1,-2) = 1(1,0)-2(0, 1), 
logo: 


rea (3) 
E = 


e No caso de serem Ae B bases canônicas do domínio e do contra- 


domínio, respectivamente, como é o caso deste problema, a matriz T é chamada 
matriz canônica de f e escreve-se, simplesmente 


flv) = Tu (4) 


ficando subentendido que v = vs ef(v) = f(v)p 
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e Examinando, em (2), a lei que define a transformação f, verifica-se, 
em (3), que sua matriz canônica T fica determinada formando a primeira coluna 
com os coeficientes de x, a segunda coluna com os coeficientes de y e a terceira 
com os coeficientes de z. 


b) Tendo em vista que v = (2, -4,2) = va, que f(v)p = f(v) e que 


f(v) = To 


conforme está expresso em (4), tem-se: 
3 

E a 
rom = 10) = [5 122] -4 


f(0) = (0) = E 


e Observe oleitor que calcular f(v) = g pela matriz T é o mesmo 


que fazê-lo pela lei definidora de f, conforme se pode ver na parte final do 
problema anterior. 


3.6.2 — Transformações Lineares e Matrizes 


No item 3.6 viu-se que, fixadas duas bases — uma no domínio e outra 
no contradomínio —, cada transformação linear é representada por uma matriz 
nestas bases. 


Do mesmo modo, dada uma matriz qualquer e fixadas duas bases — 
uma no domínio e outra no contradomínio —, ela representa uma transfor- 
mação linear. Na prática, cada matriz pode ser interpretada como matriz 
canônica de uma transformação linear f. Assim, por exemplo, a matriz 
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representa, nas bases canônicas, a transformação linear 
fIR>IRS, f(x,y) = (2x-39,5x-y, 47) (1) 


Entretanto, a mesma matriz, numa outra dupla de bases, representará uma 
transformação linear diferente de (1). (Ver item 3.9, problema 33.) 


e Sabe-se que um operador linear sobre V é uma transformação linear 
f:V>V(éo caso particular de W = V). Nesse caso, para a representação 
matricial, é muitas vezes conveniente fazer A = B, e a matriz da transformação 
é denominada matriz de f em relação à base A (ou matriz de f na base A) e 
indicada por TA. Por exemplo, dada a base A = ((1, -2), (-1, 3)+, determinar a 
matriz do operador linear 


fiR>-R, f(x,y) E (2x - y, X +) 


nesta base. 


Calculando as componentes das imagens dos vetores da base A em 
relação à própria base, vem: 


f(1,-2) = (4,-1) = a, (1,-2) + a, (-1,3) 


do, 7 


la, la, = 4 RR 
-24 + Sags-dem Ê 


f(-1,3) = (5,2) = a, (1,-2) + a (1/3) 
la, - la, =-5 ; ao — «18 
-28, + 3a, = 2 Rio E EaD É 


logo: 


ig 
= [5% 


e A matriz canônica do operador linear deste exemplo é 


[1 








Transformações lineares 101 





As matrizes T, e T, por representarem o mesmo operador f em bases 
diferentes, são denominadas matrizes semelhantes e serão estudadas no Capí- 
tulo 4. 


e Quando a matriz do operador linear fé Ta, a fórmula (1) de 3.6.1 
fica: f(v)a = TavA- 


3.7 - OPERAÇÕES COM TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


3.7.1 — Adição 


Sejam fh:V>Wef:V->W transformações lineares. Chama-se 
soma das transformações f, e f, à transformação linear 


ft. 
ve (G+bv=fA(v) EO), Y UE V. 


Se T, e T, são as matrizes de f, e f, em bases quaisquer de Ve W, a 
matriz S que representa f, + f, é 


S=T,+T 


3.7.2 - Multiplicação por Escalar 


Sejam f:V > W uma transformação linear e a E IR. Chama-se 
produto de f pelo escalar a à transformação linear 


af:V>W 
vr(aN(v)=af(v), YveVv 


Se T é a matriz de f em bases quaisquer de V e W, a matriz E que 
representa o produto de f pelo escalar a é: 


E = at. 
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3.7.3 - Composição 


Sejamfi:V>WefL:W>U transformações lineares. Chama-se 
aplicação composta de f, com fo, e se representa por f, 0f,, à transformação 
linear 


frog Vera 
vis of) (v) als VA (UV) vu EV, 


V da W õ U 





ERREI 
hoºh 


Figura 3.7.3 


Se T; e T, são as matrizes de f, e f, em bases quaisquer dos espaços V, 
WeU, a matriz P que representa a composição f, o f, é 


P=TT, 


3.74 - Problemas Resolvidos 


Nos problemas 1 a 7, que se referem às transformações lineares 


fu R>IR,f (x,y) = (x-27,2x + y), AIR SIR, f (xy) = (4,x-y) 
ef:IR>IR,f,(x,y) = (2x + 3y,y,-x) determinar: 





| 
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D (A+) &y) 
Solução 
(A + 6) (,y) = h (uy) [+ h (x, y) 
= (x-2y,2x+y) + (x,x-y) 
= (2x-2y,3x) 
2) (3f,- 210) (x,y) 
Solução 
Gf-2) (67) = f) 7) - (Of) (1,7) 
= Shy (x, y) n 2, (x, y) 
= 3(x-2y,2x+y)-2(xx-y) 
= (3x-6y, 6x + 3y) - (2x, 2x - 2y) 
= (x-6y,4x + 5y) 
3) A matriz canônica de 3f, - 2f 


Solução 


A] 


Observe o leitor que esta matriz é igual a: 
DUTRA RD 
Ed e 2, =3) i asia 


6 2] eo fpueo) = [a 5] 


onde T, e T, são as matrizes canônicas de f, e fo, respectivamente. 
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4) A matriz canônica de f o f, 


Solução 


nn=boi)poij-[is 


5) A matriz canônica de fo f 


Solução 
a po ami ae 1 2 
nt = |; | [RR 
Assinale-se que fo 4 *f o f, e esse fato geralmente ocorre. 


6) A matriz canônica de fo f, 


Solução 
Tea dies “5 = 
nn =T= | i É é ps 


O operador f, o f, é também representado por f4. 


7) A matriz canônica de f; o f, 


Solução 
Es q DRITAS 
Ro 0 & 0 


A transformação f, o f; não existe pela impossibilidade de multiplicar 
T, por T,. 
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3.8 - TRANSFORMAÇÕES LINEARES PLANAS 


Transformação linear plana é toda função linear cujos domínio e con- 
tradomínio constituem o IR2. Serão estudadas algumas de especial importância 
e suas correspondentes interpretações geométricas, ficando a cargo do leitor 
verificar que são lineares. 


3.8.1 - Reflexões 


a) Reflexão em relação ao eixo dos x 


Essa transformação linear leva cada ponto ou vetor (x,y) para a sua 
imagem (x, -y), simétrica em relação ao eixo dos x: 


fIR>IR, f(x,y) = (x, -y) (Figura 3.8.1a) 


965, y) 
| 





Figura 3.8.1.a 


A matriz canônica dessa transformação é: 


po ia 
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logo: 
a O x 
E Ne MBA 
b) Reflexão em relação ao eixo dos y 
fIR>IR, f(x,y) = (x,y) (Figura 3.8.1b) 
Figura 3.8.1.b 
A matriz canônica dessa transformação é: 
o (EE A) 
A=[o 1] 
logo: 











logo: 
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c) Reflexão em relação à origem 


fR>R,f(xy) = (x,y) (Figura3.8.1c) 





Figura 3.8.1.c 


A matriz canônica dessa transformação é: 


ft RR 
did 


Es) Do lb 


d) Reflexão em relação à reta y = x 


fIR>IR,f(x,y) = (y,x) (Figura 3.8.1d) 
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Figura 3.8.1.d 


A matriz canônica dessa transformação é: 


fd 
PJ - E ol] 


e) Reflexão em relação à reta y = -x 


logo: 


fIR>IR, f(x,y) = (-y, x) (Figura 3.8.1. e) 


A matriz canônica dessa transformação é: 


dal Dpch 
A=[i0o 
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logo, 





Figura 3.8.1.e 


AREA 


3.8.2 - Dilatações e Contrações 


logo, 


a) Dilatação ou contração na direção do vetor 
fIR>IR, f(x,y) = a(xy) = (ax,0y),« EIR (Figura 3.8.2.3) 


A matriz canônica dessa transformação é: 


.feo 
A= fo a 
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Figura 3.8.2.a 


Observe o leitor que 
-se |a| > 1,fdilata o vetor; 
-se |a| < 1,f contrai o vetor; 
-sea = 1,fé a identidade I; 


- sea < 0,fmuda o sentido do vetor. 


e A transformação f: IR > IR, f(x,y) = a (x,y) = E E é um 
exemplo de contração. 


b) Dilatação ou contração na direção do eixo dos x 
fIR>IR, f(x,y) = (a x,y), 0 > 0 (Fig. 3.8.2.b) 


A matriz canônica dessa transformação é: 


«fr 
a= [o 1 
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logo: 


Bisa 


Observe o leitor que 

- sea > 1,fdilata o vetor; 

-se 0 < a< 1,fcontraio vetor. 

e A transformação dada é também chamada dilatação ou contração 
na direção horizontal de um fator a. 

A Fig. 3.8.2.b mostra uma dilatação de fator a = 2 e uma contração de 


1 
fatora = 2 


(5 %y) (69) (2x, y) 





Figura 3.8.2.b 
c) Dilatação ou contração na direção do eixo dos y 


fIR>IR, f(x,y) =(x0y), «>0 (Figura 3.8.2.0) 
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Figura 3.8.2. 


A matriz canônica dessa transformação é: 


E) 
1-8 


Observe o leitor que 


logo: 


-se a > 1, f dilata o vetor; 


-se 0<a<1,fcontraio vetor. 


e Nos casos b) e c), se a = 0), viria, respectivamente: 


b) f(x,y) = (0,7) ef seria a projeção do plano sobre o eixo dos y 
(Fig. 3.8.2.d) 
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c) f(x,y) = (x, 0) ef seria a projeção do plano sobre o eixo dos x 
(Fig. 3.8.2.e) 





Re) === ires (x, y) 





f(w)=(40) 


Figura 3.8.2.d Figura 3.8.2.e 
3.8.3. - Cisalhamentos 
a) Cisalhamento na direção do eixo dos x 
FIR SIR, f(x,y) = (x + ay,y) 


A matriz canônica desse cisalhamento é: 


[1 
[5-3 


O efeito desse cisalhamento, para um determinado valor de a, é transformar o 
retângulo OAPB no parelelogramo OAP”B” de mesma base e mesma altura 
(Fig. 3.8.3.3). 


logo: 
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Figura 3.83.a 


Por esse cisalhamento, cada ponto (x, y) se desloca paralelamente ao 
eixo dos x até chegar em (x + a y,y), com exceção dos pontos do próprio eixo 
dos x — que permanecem em sua posição -, pois para eles y = 0. Assim, fica 
explicado por que o retângulo e o paralelogramo da Figura têm a mesma base 
OA. 


e Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento horizontal de 
fatora. 


b) Cisalhamento na direção do eixo dos y 
fFR>R,f(xy)=(xy+ax =(gax+y) 


A matriz canônica desse cisalhamento é: 


a= [51] 
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O efeito desse cisalhamento, para um determinado valor de a, é trans- 
formar o retângulo OAPB no paralelogramo OAP”Bº de mesma base e mesma 
altura (Fig. 3.8.3.b) 


Por esse cisalhamento, cada ponto (x, y) se desloca paralelamente ao 
eixo dos y até chegar em (x ,a x + y), com exceção dos pontos do próprio eixo 
dos y — que permanecem em sua posição -, pois para eles x = 0. Assim, fica 
explicado por que o retângulo e o paralelogramo da Figura têm a mesma base 

JA 


e Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento vertical de 
fator a. 





Figura 3.83.b 


3.8.4 — Rotação do Plano 


A rotação do plano de um ângulo O em torno da origem do sistema de 
coordenadas, sistema determinado pela base A = (e, = (1,0),e, = (0, 1)1, é 
uma transformação linear fo : IRê > IR que a cada vetor v = (x,y) faz 
corresponder o vetor fo (v) = (x,y) (Fig. 3.8.4.a). 
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fo) = (e,y) 





Figura 3.8.4,a Figura 3.8.4.b 
Um vetorv = (x,y) é expresso, na base A, por 
V=xe, +ye, 


e, de acordo com a propriedade II) das transformações lineares, item 3.2.2, 
pode-se escrever: 


folv) = xfole;) + yfo (e) (1) 
Mas, conforme a figura 3.8.4.b, tem-se: 

fo (e) = (cos 0, sen 6) (a 

fo (e) = (-senô, cosd) (3) 
Substituindo (2) e (3) em (1), vem: 

fo(v) = (X,y) = x(cos0,sen6) + y (-sen 6, cos 6) 


= ((cos0)x, (sen0)x) + ((-sen0)y + (cos 0)y) 
((cos 0) x + (-sen 0)y, (sen 0)x + (cos 0)y) (4) 
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A matriz canônica dessa transformação fa é 


T, = cos6 -senô 
ô senO  cos0 


x| - |cosO -sen0):-|x 
y senO  cos6| |y 


A matriz T,, chamada matriz de rotação de um ângulo 0,0 < 0 < 27, é a matriz 
canônica da transformação f, : IRê > IRê, definida em (4). 


logo: 


e Nada impede que a rotação do plano seja de um ângulo O < 0; nesse 
caso, o ângulo será designado por -O e a respectiva matriz de rotação, por T(.gy 


T — |cos [=0) = sen (-6) 
(o sen(-0) cos(-0) 
mas, 
cos (-0) = cos 6 
sen (-0) = - sen, 


logo: 


T = cos6 senô 
(0) - sen6 cos0 


Como se pode ver Tc, = To”, isto é, a matriz da rotação de um ângulo -0 é a 
inversa da matriz da rotação de um ângulo 0. Este fato significa que se, por 
intermédio da matriz T,, se leva o vetorv = (x,y) à sua imagem f (v) = (x',y”), 
por meio da matriz Tg, = To” a imagem f (v) = (x,y) é trazida de volta ao 
vetorv = (x,y). Assim: 


pie = Too 


v = To'f(v) 
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sen Ai A 


ou, na forma matricial: 


X| - |cosô -senB) |x 
y senô  cos0| |y 
+ cos6 sen0| |x' 
y - senO cos6| |y 


3.8.5 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar a matriz da transformação linear f em IRº que repre- 
senta um cisalhamento de fator 2 na direção horizontal seguida de uma reflexão 
em relação ao eixo dos y. 


Solução 


a) A matriz canônica do cisalhamento de fator 2 é 


iii 
n= fo 1] 


e, por conseguinte, por meio de A,, se obtém f,(v) = (x,y) a partir de 
v= (xy): 


= [5] 


b) A matriz canônica da reflexão, em relação ao eixo dos y, é: 
18 dos dr0 


e, por conseguinte, por meio de A,, se obtém f(x,y”) = (x',y'") a partir de 


(0,7): 
oe ro) [x (2) 
= [6 1) E 
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Substituindo (1) em (2), tem-se: 


pelo bo alho 


ou 


representa a transformação composta f = f, º f, do cisalhamento com a 
reflexão. 


e É de assinalar-se que, conforme foi visto no estudo de composição 
de transformações lineares, item 3.7.3, a matriz da composição é obtida pelo 
produto das matrizes que representam cada transformação, tomadas na ordem 
inversa: A, A,. Esse fato continua válido no caso de haver uma composição com 
mais de duas transformações lineares. 


2) Sabendo que e, = (1,0) e e, = (0, 1), calcular as imagens fa (e,) e 
fo (e») pela rotação do plano de um ângulo 6 = 30º. 


Solução 


a) fo (e) = (x,y) = Toe, 


x — |cos 30º - sen 30º 1 
y sen30º  cos30º| |0 


v3 1 3 
2 2 


ou 
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b) file) = (0",y")= Toe, 


ou 


x] — |cos30º -sen30º] |0 
y sen30º  cos30º| |1 


Não ven sul 
Bi=[o BRL 
yr 1 cdBnl v3 

2 2 2 


e Partindo das imagens (x,y) = E 5) e (x,y) = (- > a 








» 


pode-se determinar os vetores de partida (a”, b”) e (a”, b”), respectivamente, 
por meio de uma rotação no plano de um ângulo de -30º . De fato: 


3 

a) afjo ur cos 30º sen 30º É 
b - sen30º cos 30º A. 

vo 

sa mo Rs 
a 2 2 a jl 
| indlsica dB fai o 
2 o: 2 
E 


b) au x cos 30º sen 30º 2 
li - sen30º cos 30º vã 
3 
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3 LIS 
e), alla|E 
BA sb dboipog as/8b)04) 145: ] 

2, 2 2 


Como se vê, (a,b) = (1,0) =e e (a”,b”) = (0,1) = e. 
3) Dado o vetor v = (4, 2), calcular a imagem fg (v) pela rotação do 
plano de um ângulo de 90º. 


Solução (ver figura 3.8.5.3) 


flw) = (2,4) 





Figura 3.8.5.a 


f(v) = (Xy) = To 


ou 


x = [605 90º -sen90º| |4 
y sen90º  cos90º| |2 
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a esa e ee A 


Edo [0 <didiad 72 

y É “úlal 2 4 
e Assim como no problema anterior, partindo de f(v) = (-2,4), 
pode-se calcular o vetor de partida v = (x,y) por meio de uma rotação de -90º: 


p= Ti fiv) 


ou 
- cos 90º sen 90º -2 
y - sen 90º cos 90º 4 


= di ad bi 


4) Os pontos A (2, -1), B(6, 1) e C(x,y) são vértices de um triângulo 
equilátero. Calcular as coordenadas do vértice C utilizando a matriz de rotação 
do plano. 


Solução 
A Fig. 3.8.5.b permite escrever: 


—» 


MB = Be A 
SE = AA 


(61)-= Ab 
(x, y) z (2, Ê 1) 


(4, 2) 
EM ah! 


II 
Il 


O vetor AC pode ser considerado a imagem do vetor AB pela rotação do plano 
de um ângulo de 60º em torno de A (no triângulo egiilátero |AB| = |AC|). 
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Figura 3.8.5.b 


Designando o vetor AB porv = (4,2) ceovetor AÉ por fo (v) = (x-2,y + 1), 
tem-se: 


folv) = To 


ou 


x - 2) — |cos60º -sen60º] |4 
as a! sen 60º cos 60º| |2 


co | ii 
Ei 
2 2 


124 Introdução à Álgebra Linear 





Pela condição de igualdade de matrizes, vem: 


= 2Z= 22-40 
y+1=203+1 
ou 
x=4-v3 
y = 23 
logo, 
C(4- V3, 243) 


e Oproblgma tem outra solução que seria obtida fazendo uma rotação 
de -60º do vetor AB = v em torno de A (a cargo do leitor). 


3.9 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas 1 a 12, dentre as funções (transformações) dadas, 
verificar quais delas são lineares. 


DfIR>IR,f(x,y) = (2x-y,3x + 5y) 
2) fIR > IRS (x,y) = (42,7?) 

3) FIR > IR, f(x,y) = (x+1,7) 
DER>IRf(y) =(y-x,0) 

S) FR > IR,f(x,y) = (|x|,2y) 
)fIR=>Rf(xy)=xy 

DER SIR, (ey) = (3y,-2x,0) 

8) FR IR,f(x,y,2) = (x + y,x-y, x) 
9) fi R> IR, f(x) = (x,2) 
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10) fIR > R,f(x,y,7) =3x-2y + 
11) fFIR>IR,f(x,y) =x 
12) fIR > IR, f(x,y) = (9,x,7,x) 


Nos problemas 13 a 18, dada a transformação linear f: IR? > RR?, 
definida em cada um deles, 


a) fazer um gráfico de um vetor genérico v = (x,y) e de sua imagem f (v); 


b) dizer que transformação linear plana os gráficos representam. 


13) f(x,y) = (2x,0) 14) f(x,y) = (2x,y) 
15) f(x,y) = (2x, 2y) 16) f(x,y) = (3x, -2y) 
17) f(x,y) = (y,x) 18) f(x,y) = -2 (x,y) 


19) Seja f: IRê > W a projeção ortogonal do IR sobre o plano y O z, indicado 
por W. 


a) Determinar a lei que define f; 
b) Calcular f (3, -4, 5). 


20) Dada a transformação linear fIR >IRê talque f(1,0,0) = (2,1), 
f(0,1,0) = (1,0) e f(0,0,1) = (1,-2), 


a) determinar a matriz canônica de f; 
b) calcular f(3, 4,5); 
c) calcular f (x, y, z). 


21) Uma transformação linear f:IR > IR étalque f(-1,1) = (3,2,1) e 
PO) = (10) 


Determinar: 

DIAZ) 

b) f(x, y); 

o) ve Rtalquef(v) = (-2,1,-3). 
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22) Seja f: IR > IR? a transformação linear definida por f(1,1,1) = (1,2), 
f(1,1,0) = (2,3) ef(1,0,0) = (3, 4). Determinar: 
a) f(x, y, 2); 
b) v, E IR tal que f (v,) = (3, -2); 
c) v, E IR tal que f(v,) = (0, 0). 


23) Dado operador linear f: IRê > IRê,f (x,y) = (2x + y,4x + 2y), dizer quais 
dos seguintes vetores pertencem a N (f): 


a) Rip (1, -2); 
b) v, = (2,3); 
c) v; = (3,6). 
24) Para o mesmo operador linear do problema anterior, verificar quais dos 
seguintes vetores pertencem à Im (f): 
a) My = (2, 4); 
bm = (5-1) 
Ha Ta o ) 
c) Ha = (1; 3). 


Nos problemas 25 a 28 são apresentadas transformações lineares. Para 
cada uma delas determinar: 


a) o núcleo, uma base desse subespaço e sua dimensão; 
b) a imagem, uma base desse subespaço e sua dimensão. 


Verificar ainda, em cada caso, a propriedade 3, item 3.5, relativa à 
dimensão. 


25) fFIR > IR, f(x,y) = (3x-y, -3x+y) 
26) FIR>IR, f(x,y) = (x + y,x,2y) 
27) FR >IR,f(x,y) = (x-2y,x + 9) 
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28) fIR>IR, f(x,y,z) = (x + 2y-2,2x-y + 2) 


29) Dadas a transformação linear f: I>IRZ,f (x,y,2) = (2x + y-z,x + 2y)e 
as bases A = ((1,0,0), (2,-1,0), (0,1, 1)) do Rêe B = ((-1, 1), (0, 1)) do 
IR, determinar a matriz de f na bases A e B. 


30) Seja a transformação linear f: IR> IR, f (x,y) = (2x -y,x + 3y,-2y) e as 


bases A = ((-1, 1), (2, 1)+eB = ((0,0, 1), (0, 1,-1), (1, 1, 0)+. Determinar: 


a) a matriz de f nas bases A e B; 


ça” 


b) a matriz de f nas bases A e C, sendo C a base canônica do IR; 
c) a matriz canônica de f; 


d) f(3, 4) usando as matrizes obtidas em a), b) e c). 


31) Seja a matriz 
a E ado 
A= [io 


efo operador linear no IR definido por f(v) = Av. Determinar a matriz 
de f em cada uma das seguintes bases: 


a) 1(1,0), (0,1)+; 
b) t(1, 2), (1,3)+. 


32) Dados o operador linear IR > IR, f(x,y) = (x + 2y,x-y) e as bases 
ES (A, 1), (1,0), B = [0,-D, GL D| é € à canônica do IR, 
determinar T,, Th e Tc, matrizes do f nas bases A,B e C, respectiva- 
mente. 


33) Sabendo que a matriz de uma transformação linear f: IRê > IRê nas bases 


A = ((-1, 1), (1,0) dolR e B = ((1,1,-1), (2, 1, 0), (3,0, 1)) do Ré 


Na” 


3 1 
1 = |2 5 
De. 


determinar a expressão de f(x,y) e a matriz canônica de f. 
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34) Dado o operador linear f: IR? > IR? representado pela matriz: 


À r pir 
determinar os vetores q, v e w tais que: 
a) f(u) =; 
b) f(v) = 20; 
c) f(0) = (4,4). 
Os problemas 35 e 36 se referem às transformações lineares de IR? em 
IR definidas por fi (x,y) = (x-y,2x + y,-2 w»ef (x,y) = (2x-y,x-3y,y). 
35) Calcular (f, -f,) (x,y) 
36) Calcular (3 f, - 2f,) (x,y) 
Os problemas 37 a 42 se referem aos operadores lineares f e g definidos 
porf (x,y) = (x-2y,y) eg (x,y) = (2x, -y). 
37) Calcular f+g 
38) Calcular g-f 
39) Calcular 2f +4g 
40) Calcular fog 
41) Calcular gof 
42) Calcular fof 


43) Dado o operador linear f: IR? > IR? que produz uma rotação do plano de 
um ângulo ô, calcular f (-2, 4) ef (x,y) nos casos de: 


a) 0 =; 
DL 6 ==: 

x 
=". 
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44) Os pontos A (2,-1) e B (-1,4) são vértices consecutivos de um quadrado 
ABCD. Determinar os vértices C e D, utilizando a matriz de rotação do 
plano. 


45) Em um triângulo ABC, os ângulos B e C medem 75º cada um. Sendo 
A (1, 1) e B(-1,5), calcular as coordenadas do vértice C. 


Nos problemas 46 a 49, determinar a matriz da transformação linear 
em IRº que representa a segiiência de transformações dadas em cada um deles. 


46) Reflexão em relação ao eixo dos y, seguida de um cisalhamento de fator 5 
na direção horizontal. 


47) Rotação de 30º no sentido horário, seguida de uma duplicação dos módulos 
e inversão dos sentidos. 


48) Rotação de 60º, seguida de uma reflexão em relação ao eixo dos y. 


49) Reflexão em relação à retay = -x, seguida de uma dilatação do fator 2 na 
direção Ox e, finalmente, de um cisalhamento de fator 3 na direção vertical. 


3.9.1 - Respostas dos Problemas Propostos 


1a 12) São lineares as transformações dos problemas 1, 4, 7, 8, 10, 11 e 12. 
13) a) 14) a) 





b) Projeção do plano sobre o eixo b) Dilatação na direção do eixo x. 
dos x seguida de uma dilatação. 
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SR 2 os o an A 


15) a) 


flw) 


>= nao. ÀDy 





b) Reflexão em relação ao eixo doy b) Reflexão em relação ao eixo dos 
seguida de uma dilatação. x, seguida de uma dilatação de 
fator 2 na direção vertical e, final- 
mente, uma dilatação de fator 3 

na direção horizontal. 


18) a) 











Re AR pe joça JR REA DD 
f(v) 
b) Reflexão em relação ao eixo dos b) Reflexão em relação à origem se- 
x seguida de uma reflexão em guida de uma dilatação. 


relação à reta y = x. 
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19) a) f(x,y,2) = (0,7,2) 
b) f (3, 4,5) = (0, -4,5) 


mos [oi] 
b) f(3,4,5) = (7,-7); 
o) f(xy,2) =(2xy + z,x-22) 
21) à) f(2,3) = (-1, 1,-2).. 
b) FO, y) = (2x + y,-x + y,-X); 
co) v = (3,4) 
22) ) f(xy,2) = (3x-y-2,4x-y-2z); 
b) v, = (1,6-2,2); 
e) v, = (0, -z,z) 
23) v,€ Us 
24) mem, 
25) N (f) = L(x,3x)/ x E IR; Im (f) = [(y,y)/y ER 
26) N(f) = ((0,0)» Im (f) = ((x,y,2) EIR/2x-2y-z = 0) 
27) N(f = ((0,0)); Im (f) = R 
28) N(f) = ((x,-3x, -Swy/x E IRy Im (f) = R 


= = oo) 
mT= [3 3 | 


3 0 
PO) a) T, =| 5 A 
= 3 
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Ss 4 
3)a) T =A=- á j 
a 16 19 
ts . 11 E 
PM A 
32) T, = E E E = 
8 18 
33) f(x,y) = (8x + 18y, 6x + lly,-2x-4y); T = 6 it 
Ea ajué 
34) a) u = (0,0); 
Bjo =y(s, a) 
co) w = (1,1) 


35) (h -fo) (4,7) = (x + 4y, -2x-y) 

36) (3h - 2h) (x,7) = (xy, 4x + 9y, -6x - 2y) 
37) (f +8) (x,y) = (3x- 27,0) 

38) (8-1) (4,7) = (x + 2y,-2y) 

39) (2f + 48) (x,7) = (10x - 4y, - 2y) 

40) (f 08) (x,y) = (2x + 2y, -y) 

41) (g0) (4,7) = (2x- 4y, -y) 

42) [of (x,y) = (x-4y,y) 

33) à) (2,4) = (2-4); f(x,y) = (-x,-y) 
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b) 1(2,8) = (3, 7) f6,9) = Cx - By D+ 
12,4) = (1:28, 2- DF) = É ya + Db) 


4) C(4NeD(7,2)0uC (6, 1)e D(:3, -4) 
45) C(- 1- 3, 23) ou C(3 - V3, 2 + 243) 


46) A = [E | 
o “ua 
ma | i E] 
to Rã 
tê 2 
48) A = 
3 db 
2 5 


49) E : 


QN 











Capítulo 4 


OPERADORES 
LINEARES 


4.1 - OPERADORES LINEARES 


No Capítulo anterior se viu que as transformações lineares de um 
espaço vetorial V em si mesmo, isto é,f: V > V, são chamadas operadores 
lineares sobre V. 


As propriedades gerais das transformações lineares de V em W e das 
correspondentes matrizes retangulares são válidas para os operadores lineares. 
Estes e as correspondentes matrizes quadradas possuem, entretanto, proprie- 
dades particulares, que serão estudadas neste capítulo. 


e Tendo em vista aplicações em Geometria Analítica, serão estudados, 
de preferência, operadores lineares em IR e IRº. 


e As transformações lineares planas do capítulo anterior são todas 
operadores lineares no IR, Ao apresentá-las, teve-se como objetivos principais 
mostrar suas matrizes canônicas, a correspondente interpretação geométrica e 
a composição de transformações. Estas são as razões de o referido assunto ter 
aparecido no Capítulo 3. 


134 
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4.2 - OPERADORES INVERSÍVEIS 


Um operador f: V > V associa a cada vetor v E V um vetor f (v) E V. 
Se por meio de outro operador g for possível inverter essa correspondência, de 
tal modo que a cada vetor transformado f (v) se associe o vetor de partida v, 
diz-se que g é operador inverso de f e se indica por f . Nesse caso f ! (f(v)) =v 
(Fig. 4.2). 





Figura 4.2 


Quando o operador linear f admite o inverso f |, diz-se que f é inver- 
sível, ou regular ou não-singular. 


4.2.1 - Propriedades dos Operadores Inversíveis 


Da definição e do fato de que a cada operador linear corresponde uma 
matriz, decorrem as seguintes propriedades: 


I) Sef é inversível ef! o seu inverso, tem-se 
fofl=fof = (identidade) 


Il) Se f é linear inversível, f? também é linear. 


III) A matriz B de f* numa certa base (na prática será sempre consi- 
derada a base canônica) é a inversa da matriz T de f na mesma base, 
isto é, B = T' 
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logo, 
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a 


e Como consegiiência da propriedade III, tem-se: f é inversível se, e 


somente se, det T x 0, fato esse que será utilizado “preferencialmente” para 
verificar se f é inversível. 


4.2.2 - Problema Resolvido 


1) Dado o operador linear f : IRê > IRê definido por 


f (67) = (4x-3y,-2x + 2y), 

a) mostrar que f é inversível; 

b) determinar uma regra que defina f 
Solução 

a) A matriz canônica de f é 


a 4 -3 A À Bju o 
T= |. à) é der = |. |=8-6-2=0 


Como det T x 0,f é inversível. 


b) A matriz T', inversa de T, é: 


round paseflasneçã 
a pts == DA 
Za 4 
X : “ X Ea É 
resedg-[ dfg-[12> 
Y e! Aga x + 2 
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ou 


Pe)=(n+5nx+ 2) 


e Deve ser entendido que se f levao vetor (x,y) ao vetor (x,y), 


HERE 


o operador f | traz de volta o vetor (x', y”) para a posição inicial (x, y), ou seja, 


eso 


Assim, neste problema, se v = (x,y) = (2, 1): 


lerbl-[2 lido 


isto é, 


Be-m- oe 


e As transformações lineares planas vistas no Capítulo 3 são todas 
operadores lineares inversíveis. Fica a cargo do leitor verificar que o inverso de 
uma reflexão em relação a uma reta é uma reflexão em relação à mesma reta, 
o inverso de uma dilatação é uma contração, etc. 
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4.3 - MATRIZES SEMELHANTES 


Seja f:V >V um operador linear. Se A e Bsão bases de Ve T, e Tp; 
as matrizes que representam o operador f nas bases A e B, respectivamente, 
então 


T, = OIT, O, (1) 


sendo Q a matriz de mudança de base de B para A. De fato: 


Pela definição de matriz de uma transformação linear, pode-se escrever 


Ha 
Hv)s = Tovs (3) 


II 


Tava (2) 


Designando-se por Q a matriz de mudança de base de B para A, tem-se: 


va = Que (4) 

fa = Of(v)s (5) 
Substituindo (4) e (5) em (2), vem: 

Of (v)p = Ta Qu 


Como a matriz Q é inversível, pode-se escrever: 

Q" Of (0); = Q! Ta Qus 
ou 

flw) = OQ! T, Ou, (6) 
uma vez que Q! Q = I. Comparando (6) com (3), vem: 


RS OT 
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que é a relação apresentada em (1). 


É preciso que o leitor atente para o fato de que, na relação (1), a matriz 
Q é a matriz de mudança de base de B para A (da 22 base para a 1º). 


As matrizes T, e Tp são chamadas matrizes semelhantes. 


Por conseguinte, duas matrizes são semelhantes quando definem, em 
V, um mesmo operador linear f, em duas bases diferentes. Mais precisamente, 
duas matrizes T, e Ty são semelhantes se existe uma matriz inversível Q tal que 


“T,= OTTO 


4.3.1 - Propriedade de Matrizes Semelhantes 


Matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante. De fato, de 


T; - OLO, 
vem 
OT; = 0Q! T,Q 
ou 
OT; = T; Q 
e 
det O x det T; = det T, X det Q 
ou 


det Ts = det Tas 
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4.3.2 - Problemas Resolvidos 


1) Sejam f : IR? > IR um operador linear e as bases A = ((3, 4), (5, 7)) 
eB = ((1, 1), (-1, 1). 


Sabendo que 
Mate ei 4 
fe a 
calcular Ty utilizando a relação T; = QT, OQ. 


Solução 


As bases A e B, como se sabe, podem ser representadas, respectivamente, pelas 
matrizes 


a] cn-[0] 


Tendo em vista que Q é a matriz de mudança de base de B para A, 
pode-se escrever: 


OAB 
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e 
7 12 7 
2 2 2 É 
Q! = — 
pia O nte, 
Pá 2 a 
logo, atua 
2 RA 4 2 “LA 
Ts = = 
1 Aro ousa Rjçd 7 


UE e 2 ce diZl mei pará 
do algo je dl Ph 4 gia quis 
e Observe o leitor que det T, = det T; = -6 


2) Dado o operador linear f : IR? > IR, f (x,y) = (2x + 9y, x + 2y), 
determinar T, matriz canônica de f, e, a seguir, utilizando a relação entre 
matrizes semelhantes, calcular a matriz de f na base B = ((3, 1), (-3, 1)5. 


Solução 


a) É imediato que a matriz canônica de f é 


= [3 


b) A matriz Q de mudança de base de B para a base canônica A é dada 
por 


O =A!B=PB=IB=B- |] É 
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[o 
1 3 
6 6 
O = 
1 3 
6 6 
logo, 
1 3 
6 6 PA Di IM | 3 
Ta - O TO = = 
se a 1 apso pa 1 
6 6 
5 js 
6 6 3 =[5 5 0 
1 Er: | 1 sq 
6 6 


e É interessante desde já observar que a matriz diagonal T; que 
representa f na base B é mais simples, no sentido de “estrutura” do que a matriz 
canônica T, fato este que não ocorreu no problema anterior com as matrizes T, 
e Tp. À simplificação da matriz de um operador f está ligada à escolha 
adequada de uma base, pois é a matriz de mudança de base Q que atua sobre a 
matriz de um operador linear para transformá-la em outra matriz do mesmo 
operador. A escolha de uma base “certa”, que torna a matriz de um operador f 
a mais simples possível, será objeto de estudo no próximo capítulo. 
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4.4 - OPERADOR ORTOGONAL 


Um operador linear f:V > V é ortogonal se preserva o módulo de 
cada vetor, isto é, se para qualquer v € V: 


If) =Ivl. 
Tendo em vista que o módulo de um vetor é calculado por meio de um 
produto interno (|v | = vv - v), os operadores ortogonais são definidos nos 


espaços vetoriais euclidianos. 


e No estudo dos operadores ortogonais, serão consideradas somente 
bases ortonormais em V e, particularmente, a base canônica. 


e É fundamental que, sendo a uma base ortonormal de V, o produto 
interno de dois vetores quaisquer de V, nessa base, é sempre o usual. Isso será 
demonstrado para o caso de dim V = 2, uma vez que o caso de dim V = né 
similar. 


Sejam a = (4, 42) uma base ortonormal de Vem e v vetores 
quaisquer de V, sendo 


=am tam ou um =(a,a) 
v=bu +bu ou v,=(b,b,) 


O produto interno dos vetores q e v é 


(au, + a,4,). (DM, + D,M,) 

am. (bu + b,4,) + au. (bm, + Do1,) 
ab (Wu) +ab(m. 45) + ab (M,.m,) + 
+ ab (4.4) 


uv 


Como a é ortonormal, isto é: 


Is e] 
ada Osei * j 
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tem-se 


Hv= ab, + ab, 


e Representando u e v na forma matricial, isto é, 


E Ro “lb, 


pode-se escrever 


uev = uv, (1) 
isto é, 
b, 
porcos Paqensaa b, =a,b, + ab, 


Na notação (1), está-se identificando a matriz u'v, de ordem 1, com o número 
H.v, o que será utilizado em futuras demonstrações. 


Exemplos 

1) No IR, o operador linear definido por 
— É —— 

f (G) = x = + 53) 


é ortogonal. De fato: 


Ve + + 


| fes pe 
DE SUE: SPO ISA E 
Voo a tos + SG + 5 
E ERES: 
Var + a 
— V x2 + y? 


| (47) |, Y (49) ER 
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2) A rotação do plano de um ângulo O definida por 
f(x,y) = (xcos0-ysen0, xsen6 + y cos 0), 
é ortogonal. De fato: 
f Gy | = vVíxcos0 - ysenO) + (xsenO + ycoso)? 
Desenvolvendo o radicando e simplificando: 
Ed o = (2 + y)cos20 + (x + y?)senZ0 
= V(x + y?) (cos20 + sen?6) 


= Vx2 gs, y2 
(x,y) |, Y (xy) ER 


3) No IR, o operador linear definido por 


GÊ (x,9,Z) = (y,x,-2), 
é ortogonal. De fato: 
f(x, y,2)] = VU) pare PDA ad So 
2Vx + y + 2722 = |(x, y, 2) | 
4.4.1 - Propriedades dos Operadores Ortogonais 
D Se f:V>V éum operador ortogonal e A a matriz de f numa base 


ortonormal qualquer, isto é, f (v) = Av, A é uma matriz ortogonal, ou 
seja, A* = A”, De fato, como f é ortogonal, tem-se: 


FACE 
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ou 
[Av] = o] 

ou, ainda 
VAv- Av = Vou 
Av .Av=V.v 

isto é, 
(Av)! Av = vv 
(v' A) Av = vv 

ou 


V(AA)v = vv 
o que implica 
AtA =]. At= Al, 


Assim, uma matriz ortogonal é uma matriz que representa um operador orto- 
gonal numa base ortonormal. 
Exemplos 


1) A matriz canônica A do exemplo 1 do item 4.4 é ortogonal, pois 


4 3 as 3 
S 5 5 s 
A: = At = = A 1 
3 E e & 
5 5 5 5 
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2) A matriz canônica A do Exemplo 2 do item 4.4 é ortogonal, pois 


vs IriéosO! o - send : É eu cosO =cos0) 
Rs Emi E A Est a RE 


(ver Apêndice, Probl. 3, A. 29.1.1) 

I) As colunas (ou linhas) de uma matriz ortogonal são vetores orto- 
normais. Seja uma matriz ortogonal de ordem 2: 
4 44, 


d dy 


A = 


Pretende-se provar que os vetores-coluna 


4, 4, 


m= e my= 
a dy É dy 


são ortonormais. Calculando A! A, tem-se: 


dy d| |dy do] [ag T Ação dd + Ad 


AA = Ê j ú 
d à dy dy dd, T dd; dd, | dd 


12 22 


a ag PARE GRI q Ve SR [ó | 


Body Body Pgê 
Tendo em vista que u;.u; = Ni 5 


os vetores 44 € |, São ortonormais 


Estes vetores formam, consegientemente, uma base ortonormal do espaço 
vetorial correspondente. Por outro lado, os vetores-coluna de uma base orto- 
normal determinam uma matriz ortogonal. 
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Exemplo — A matriz 


cio ta ecl 
7 

A = 0 0 1 
Jecogora dinscis sig 
7º 


é ortogonal, pois para os vetores 
HA 1 1 l a o 
my = (- o 0» > Ho = a 0» TE eu, = (0,1,0), tem-se: 
MM = Mo'Mo =Ha'Hg = 
MiMo = MH =H'4s=0 
e A demonstração da propriedade II) para uma matriz ortogonal de 
ordem n é análoga. 
HI) O produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal. 


IV) Num espaço vetorial euclidiano, a matriz de mudança de uma base 
ortonormal para outra base ortonormal é uma matriz ortogonal. 


V) A matriz, numa base ortonormal, de um operador ortogo- 
nalf: V > V é sempre ortogonal, independente da base ortonormal do espaço 
vetorial V. 


VI) Todo operador ortogonalf: V > V preserva o produto interno dos 
vetores. De fato, se yu e v são dois vetores quaisquer de V e A a matriz que 
representa o operador f, tem-se: 


fu) flo) = (Au): (Av) 
(Au)! (Av) 
(u' A?) Av 
u'(ALA)u 


=uuvu=uev. 
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e Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonalf: V > V 
preserva o ângulo de dois vetores, isto é, o ângulo entre dois vetores u e v é igual 


ao ângulo entre f (u) ef (v). 
e Fica a cargo do leitor, a título de exercício, provar as propriedades 
IO, IV e V. 


VII) Se A é uma matriz ortogonal, det A = + 1. De fato, como À é 
ortogonal, 


A!A = 1 
logo, 

det(A!'A) = detl 
ou 

(det A!) x (det A) = 1 
mas, 

det A! = det A, 
portanto, 

(det A)? = 1 
e 

detA = +1. 


e Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal é 
inversível. 
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Cotia A eia 
4.5 — OPERADOR SIMÉTRICO 


Diz-se que um operador linear f:V > V ésimétrico se a matriz A que 
o representa numa base ortonormal é simétrica, isto é, se 


A = A! 


e Demonstra-se que a matriz, numa base ortonormal, de um operador 


2 


simétrico é sempre simétrica, independente da base ortonormal do espaço 
vetorial. Neste estudo serão utilizadas somente bases canônicas. 


Exemplos 


1) Ooperador linearf: IR? > IR, f (x,y) = (2x + 4y,4x-y) é simétrico 
pois a matriz canônica de f 


A 


é simétrica, isto é, A = A! 


2) No IR, o operador f definido por f (x,y,2) = (x-y,-x + 3y-22,-2y) 
é simétrico e sua matriz canônica é 


4.5.1 — Propriedade dos Operadores Simétricos 


Se f: V > V é um operador simétrico, tem-se para quaisquer vetores 
uevevV: 


fu)v=uf(v) 


De fato, sendo A = A! a matriz simétrica de f, vem: 
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fw)v =(Au)v 

= (Au)'v 

= ut Atu 

= u'Av 

= dA psp) 
Exemplo 


Sejam o operador simétrico f:IR > IR, f (x,y) = (x + 3y,3x-4y) 
eosvetores u = (2,3) e v = (4,2). A definição do operador permite escrever 


f (u) = (11,-6) 
1 60) = (0,4) 
mas, 
fwv=(11,-6)-(42)=44-12=32 
uf(v) = (2,3) - (10,4) = 20 + 12 = 32 
e, portanto, 


fu) o =u.f (o). 


4.6 - Problemas Propostos 


Nos problemas 1 a 6 são dados operadores lineares f emIReemIR. 
Verificar quais são inversíveis e, nos casos afirmativos, determinar uma fórmula 


para”. 
DfIR>IR,f (x,y) = (3x-4y,-x + 2y) 
DfIR-IR,f (x,y) =(x-2y,-2x+ 3) 
3 FIRSIR,f (x,y) = (2x-y,-4x + 2y) 
JfRSR,f(xy,2)=(x-y+22z,y-2,2y-32) 
DfRSR,(x,y,27) = (xx-zx-y-2) 
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VfIR>SR,f(xy,z)=(x-y+2z,y-z,-2x+y-32) 
7) Dado o operador linear f : IRê > IR definido pela matriz 


a) determinar a lei que define o operador f "!; 
b) obter o vetor v E IR, tal que f (v) = (2,-3,0). 


8) Mostrar que o operador linear no IR definido pela matriz 


A = 


VAN m 
ON 
IPO 


não é inversível e calcular v E IR tal que f (v) = (6,9, 15). 


9) Verificar se o operador linear f: IR > IR definido por 
(1,00) =0,- 1,0, Os CIC USD = OLD 
inversível e, em caso afirmativo, determinar f | (x, y, Z). 


10) Utilizar a inversão de matrizes de ordem 2 para mostrar que: 


a) a transformação linear inversa de uma reflexão em relação ao eixo 
dos x é uma reflexão em relação a esse eixo; 


b) atransformação linear inversa de uma dilatação ao longo de um eixo 
é uma contração ao longo desse eixo; 


c) a inversa de uma rotação do plano de um ângulo O é a rotação do 
plano do ângulo — 6. 


Nos problemas 11 a 14, determinar, em cada um deles, primeiramente, 
a matriz de f na base A e, a seguir, utilizando a relação entre matrizes 
semelhantes, calcular a matriz de f na base B. 


ID f:RSIR,f(xy)=(x+2y,-x+y) 
e MAE no (1; 2)) E Br= t(1, o); (0, 2)+ 
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12) f:R>IR,f (x,y) = (2x-3y,x +) 

A = ((1,0), (0, 1)je B = 1(3, 0), (-2, -1)+ 

13) [IR > IR (4,9) = (1x-4y,-4x + 9) 

A é a base canônica e B = ((-2, 1), (1, 2)) 

14) f:R > IR,f (x,y,2) = (x-2y-22,y,2y + 32) 

A é a base canônica e B = ((0, 1, -1), (1,0, 0), (-1,0, 1) 


15) Seja f: IR > IR um operador linear. Dadas as bases 
A = ((1,0), (0, )je B = ((4, 1), (-11, -3)+ e sabendo que 


arde à 
n=[i 3 
determinar T,, utilizando a relação entre matrizes semelhantes. 
16) Dado o operador linear f: IR > IR,f (x,y) = (x + y,x-y), 
a) determinar T,, sendo B = ((1,2), (0, -1); 


b) utilizar T, para calcular f (v)p, sabendo que v = (4,2). 


17) Determinar três matrizes semelhantes à matriz 


ir k 1 
Ae [ia 
18) Quais dos seguintes operadores no IR? são ortogonais? 
TR > cpm AE o o Sd e 
a) IR > IR, f (x,y) Rio 7 v ” va * je Tl 
b) FR > IR, f (x,y) = (cy, 4) 
c) f:R> IR, f (x, y) E (x JE yX-y) 
19) Quais dos seguintes operadores no IRº são ortogonais? 


a) f:R>R,f (x, y, z) EE (2, x, y) 
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b) fEIR > IR, (x,y,2) = (x,y, 2) 
9 FR >IR,f (x,y,2) = (x,0,0) 
d) FIRÊ>IR,f (x,y,7) = (xy cos0 + zsen6,-ysen6 + zcos6) 


Nos problemas 20 a 28, verificar quais as matrizes que são ortogonais 
e, dentre estas, determinar as que representam rotações. 


3 Me 
5 ) 
20) A = 
du 3 
5 5 
3 as ali 2 
5 5 vs vs 
21) B= 22) C = 
3 4 Ra A, 
5 5 JS V5 
H cos0  senô ARNO CIE | SA 
ee Ds É sen 0 se 2 EE A | 
Sh Soja | 0 
1 2 2 A pia aa 
3 3 3 v3 v3 v3 
2 É i 2 1 
= É 2 1 2)06=|0 SEM (ao 
Rr da 3 3 v3 v2 
2 1 2 e SP re CMpRRe é 
3 doar o 
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"a 2 eba cos6 0 -senô 
V2 3 3v2| 2)]=| 0 1 0 
senO O cos 8 
Ep = Coat pi 
“ia V2 3 3v2 
0 e: eae 
is 


29) Determinar a matriz inversa de cada uma das matrizes ortogonais 
do problema anterior. 


30) Verificar, para a matriz 


és A] 

vz vZ 
A = 

ao Et 

vz v2|, 


que (Au) * (Av) =H * v para quaisquer 4,v ER. 


Nos problemas 31 e 32, construir uma matriz ortogonal cuja primeira 
coluna seja o vetor dado: 


Lo uh é 
a 


33) Mostrar, por meio da multiplicação de matrizes, que uma rotação 
de 30º seguida de uma rotação de 60º resulta em uma rotação de 90º. 


34) Determinar men para que os seguintes operadores no IR sejam 
simétricos: 


9 FIR>IR,f (x,y,7) = (3x-2y,mx + y-3z, ny + 2) 
bDfR>IR, (x,,7) = (x + 22,mx + 4y + nz,2x-3y + 2) 
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e se" "O 


4.6.1 — Respostas dos Problemas Propostos 
1 3 
DG) =(+29,5x+59) 


DE (ey) =(3x-2y,-2x-y) 
3) f não é inversível. 
9H &yn=(x-y+2z 3y-z 2y-2) 
(xyz) = y-2z x-y) 
6) f não é inversível. 
ND dfilgyz)=(x+2,2x-y+2z-2) 
b) v = (2,7,0) 
8)v =(2,3-227,7), ZE IR 
fr (gyzn=(y+2z-2-4y + Tz,x+2y-32) 


ES” puá 
0 = 
E: 
0 > 
2) Ta= [1 É! é RE 3 
ag 3 
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15) Tu = É E 
19 9) T= [5 24] 


b) f (vp = (6,10) 
18) São ortogonais: a) e b) 
19) São ortogonais: a), b) e d) 
20a 28) São ortogonais: A,C,D, F,HeJ 
São rotações: A, D, F,HeJ 
29) A inversa de cada matriz ortogonal é a sua transposta: A! = A! 


31) Resposta possível: 


os 
so 5 
RE 
5 E! 


32) Resposta possível: 


E: 2 2 
3 3 3 
2 1 2 
3 3 
2 2 a 
3 5 3 


34) a)m=2 en=3 
bm=0 en=3 











Capítulo 5 


VETORES PRÓPRIOS E 
VALORES PRÓPRIOS 


5.1 — VETOR PRÓPRIO E VALOR PRÓPRIO DE UM 
OPERADOR LINEAR 


Sejaf: V >» Vumoperador linear. Umvetorv E V, v x 0), é vetor próprio 
do operador f se existe À E IRtal que 


f(v)=Av 


O número real À tal que f (v) = À v é denominado valor próprio de f 
associado ao vetor próprio v. 


Como se vê pela definição, um vetor v 0 é vetor próprio se a imagem 
f(v) for um múltiplo escalar de v. No IR? e no IR, diz-se que v e f (v) têm a 
mesma direção. Na figura 5.1, o vetor v E IR?é umvetor próprio de um operador 
f: dependendo de valor de 4, o operador f dilata v (Fig. 5.1.3), contrai v (Fig. 
5.1.b), inverte o sentido de v (Fig. 5.1.c) ou o anula no caso de À = 0. 
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0O<i<tl 
(b) 


Figura 5.1 





A Figura 5.1.d mostra um vetor v € IR? que não é vetor próprio de um 
operador f. 





Figura 5.1.d 


e Osvetores próprios são também denominados autovetores ou veto- 
res característicos. 


e Os valores próprios são também denominados autovalores ou va- 
lores característicos. 


e Ovetorv = 0 sempre satisfaz à equação f (v) ='À v para qualquer 
valor de 4. Entretanto, o vetor próprio é sempre um vetor não nulo. 


Exemplos 


1) Ovetorv = (5,2) é vetor próprio do operador linear 


160 Introdução à Álgebra Linear 





FR > IR, f(x,y) = (4x + 5y,2x + y), 
associado ao valor próprio À = 6, pois: 
f(v) =f(5,2) = (30,12) = 6(5,2) = 60 


e A matriz canônica de f é 


EE 


Considerando os produtos 
= 5 [er S0 
eq 
Vo Sl SRS 
ae= 2 1] BJ = 


verifica-se que multiplicar o vetor próprio v = (5, 2) pelo valor próprio 
associado À = 6 é o mesmo que multiplicá-lo pela matriz canônica de f': 


Av = Av, 
isto é, 
6v = Av 


Em outras palavras, a multiplicação do vetor próprio v pelo valor 
próprio associado À ou pela matriz canônica A de f, tem como resultado o 
mesmo vetor, múltiplo escalar de v. Assim, a matriz A atua na multiplicação por 
v como se fosse o número real À. 


2) Ovetorv = (2,1) não é vetor próprio deste operador f do exemplo 
1, pois 


f(2,1) = (13,5) 4 (2,1), para todo À E R 
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3) Sempre que um vetor v é vetor próprio de um operador linear f 
associado ao valor próprio À, isto é, f(v) = Av, o vetor « v, para qualquer real 
a * (, é também vetor próprio de f associado ao mesmo 4. De fato: 


flav)=af(v)=a(Av)=A(av) 
Para o exemplo 1, se se fizera = 2, vem: 
2v = 2(5,2) = (10,4) e 

f (10,4) = (60, 24) = 6(10, 4), 


isto é, o vetor (10,4) é também vetor próprio associado ao mesmo valor próprio 
À =6. 


Se se desejasse saber qual o vetor próprio unitário yu associado a À = 6, 
bastaria fazer 





1 )! 1 | 
CE = ERC  — = ——— 
[v| les) da CDE a) 
obtendo-se 





Assim, 
a) 2 30 12 
= = 6 DS Av EE QuE 
4) Na simetria definida no IRº por f (v) = -v, qualquer vetor v = O é 
vetor próprio associado ao valor próprio À = -1. 


5) Ovetorv = (0,1) E IR é vetor próprio do operador linear definido 
porf (x,y) = (x, 0) associado a À = 0. De fato: 


f (0,1) = (0,0) = 0(0, 1) 
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e O a qd a e e 


Por este exemplo fica evidente que o fato de o vetor zero não poder ser, 
por definição, vetor próprio não impede que o número zero seja valor próprio. 


5.2 — DETERMINAÇÃO DOS VALORES PRÓPRIOS E 
DOS VETORES PRÓPRIOS 
9.2.1 — Determinação dos Valores Próprios 


Sem prejuízo da generalização, considere-se um operador li- 
near f : IR > IR cuja matriz canônica é 


PU aa 

dy dy 
O fato de ser A a matriz canônica de f permite escrever: 
f()=Av 


Se v é um vetor próprio de f e À o correspondente valor próprio, 


isto é: 

flw) =4v, 
então, 

Av =4Av (vématriz-coluna de ordem 2 x 1) 
ou 


Av-Av=0 
Tendo em vista que v = Iv (I é a matriz identidade), pode-se escrever: 


Av-Alv=0 
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ou 
(A-ADv =0 (1) 
Fazendo v = (x,y), a equação (1) fica: 
“mr “os, k | ' a o | 
à dy dt 
ou 
a” À dj ' = É (2) 
& a, À| |y 0 








A igualdade (2) representa um sistema homogêneo de 2 equações 
lineares com 2 variáveis (x e y). Se o determinante da matriz dos coeficientes 
das variáveis for diferente de zero, a única solução do sistema é a trivial, isto é, 
x = y = 0. Como se deseja vetores v £ 0, deve-se obrigatoriamente ter 


-À eo 


e ge =0 ou det(A-AD=0 6) 
il 2 








A equação (3) é denominada equação característica do operador f ou 
da matriz A e suas raízes são os valores próprios do operador f ou da matriz A. 
O det (A - A 1), que é um polinômio em, é denominado polinômio característico 
de f ou de A. 


5.2.2 — Determinação dos Vetores Próprios 


Os vetores próprios correspondentes aos valores próprios encontrados 
serão obtidos substituindo cada valor de À na igualdade (2) e resolvendo o 
respectivo sistema homogêneo de equações lineares. 
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5.2.3 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar os valores próprios e os vetores próprios do operador 
linear 


f:R>IR,f (x,y) =(4x+ 5, 2x + y) 


Solução 


1) A matriz canônica do operador f é 


E 


e, portanto, a equação característica de f é 


der (a 41) = [25 i | 


2 1-4 
isto é, 
(4-1) (1-4)-10 =0 
A2-5A+6=0, 


equação do 2º grau cujas raízes são À, = 6e À, = -1. 
I) O sistema homogêneo que permite a determinação dos vetores 


próprios é (A-A D)v = 0. Considerando v = ; » O sistema fica: 


a) bd = [o É 


1) Substituindo, em (1), À por 6, obtém-se o sistema linear homogêneo 
cuja solução é constituída por todos os vetores próprios associados ao valor 
próprio4, = 6: 





Vetores próprios e valores próprios 165 


ou 
-2 3 lorena 
ar-etsSinlsy 0 
ou, ainda 
-2x + 5Sy = 0 
2% = y 0 


Esse sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


E: 
à a 
: Z z 
e, portanto, os vetores do tipo v, = (x, 5 x)ouv, =x(1, >» x 0, ou, ainda, 
v, = x (5, 2) são os vetores próprios associados ao valor próprio À, = 6. 


ii) Substituindo, em (1),4 por -1, obtém-se o sistema linear homogêneo 
cuja solução é constituída por todos os vetores próprios associados ao valor 
próprio À, = -1: 


[rat bl-do 


ou 
Se) MR PT E 
Do crdoon dE 0 
ou, ainda 
5x + Sy = 0 
2x + 2y = 0 
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E SE ida ES E 


Esse sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 

à Aa 
e, portanto, os vetores do tipo v; = (x, -x)ouv, = x (1, -1), x = 0, são os vetores 
próprios associados ao valor próprio À, = -1. 


2) Calcular os valores próprios e os vetores próprios da transformação 
linear f representada pela matriz 


E te A PO 
A=|-2 6-2 

us 
Solução 


1 A equação característica de A é 








fed qu 0 (1) 
det (AA PE pa 
ps do 627 3) 5 si 
isto é, 
GEsopia “at Aba pe a 
q-0 [1 eu inc tec bits oo |-0 








(154) [66-24 (5:1)a4 or DNS 4-0] + 0=0 
(1-1) (644)(6=1) esig=Ayos CEM 

(7<A) (6-4) (5 «A)=28/4:44420 + 44 ='0 
C=ANO=A)(5=4)-48 4 84= O 
(7-2)(6-1)(5-4)-8(6-1) = 0 

(GAIA) (5-4)=8] =0 

(6-2) (35-74-5A + 42-8) = 0 

(6-4) (42- 124 + 27) = 0 

(6-1) (A-3)(1-9) = 0 
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As raízes dessa equação são À, = 3,4, = 6€e À; = 9e, por conseguinte, 
são os valores próprios de f, ou da matriz A. 


A equação (1) pode ser resolvida, de modo geral, pelo processo apre- 
sentado na solução do problema 2, item A.19.1, Apêndice. 


II) O sistema homogêneo de equações lineares que permite a deter- 
minação dos vetores próprios associados é (A - A 1) v = 0. Considerando 


Ta di =2 0 x 0 AB) 
e 6-4 o y| =10 
0 = Sis] O) 


a O| |x 0 

ua à SA PRI SD) 

tara E ra 0 
isto é, 

4x - 2y + 02 =0 

= ax dy = DEo= À 

Ox - 2y + 22=0 


Esse sistema admite uma infinidade de soluções próprias: y = z = 2x 
e, portanto, os vetores v, = (x, 2x, 2x) = x (1,2,2),x = 0, são os vetores próprios 
associados ao valor próprio À, = 3. 
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ii) Substituindo em (2) À por 6, obtém-se o sistema 


oca Ekboi) E 0 
RE 0 =2 "Pl =P 
ao | Z 0 
isto é, 
lx - 2y + 02 =0 
-2X + by- 22'=0 
Ox - 2Zy = ds O 
Esse sistema admite uma infinidade de soluções próprias: y = 5a 
ez = -x. Portanto, os vetores v, = (x, >, -x) = x(1, q -1) ou 


v; = x (2,1-2), x * 0, são os vetores próprios associados ao valor próprio 
> = 
li) Substituindo em (2) À por 9, obtém-se o sistema 


Eq 0| | x 0 

BS Lian 

Di E «4 Zz 0 
isto é, 

=“ - + (=D 

“SDK o y S- 2z SO 

Ox - 2y - 42 =0 


Esse sistema admite uma infinidade de soluções próprias: y = x 
if 1 
ez=5X Portanto, os vetores v, = (x, -x, 58) =x(1,-1, 2) ouv; =x(2,-2,1), 
x * (0, são os vetores próprios associados ao valor próprio À; = 9. 


3) Determinar os valores próprios e os vetores próprios da matriz 
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“A 2 tobdl 
e & 16 ] 
Solução 


T) A equação característica de A é 


= 165 À 12010 [-0 


der(A-AD = | SEO RE 


isto é, 
(-16-4) (8-4) + 160 = 0 
-128 + 1614-814 +42 + 160 = 0 
42 +84+32=0, 
equação do 2º grau cujas raízes são A = -4 + 4i, istoé, 4 =4 + 4i 


e A =4-4i,e, por conseguinte, a matriz A não possui valores próprios nem 
vetores próprios. 


e Se na definição de valor próprio de um operador linear f se admitisse 
À qualquer, real ou complexo, se poderia dizer que a matriz A possui valores 
próprios complexos e, em consequência, vetores próprios de componentes 
complexas. Neste texto se consideram, apenas, valores próprios reais. 


5.3 — PROPRIEDADES DOS VALORES PRÓPRIOS E DOS 
VETORES PRÓPRIOS 


1) Se 4 é um valor próprio de um operador linear f: V > V, o conjunto 
S; de todos os vetores v E V, inclusive o vetor v = 0, tais que f (v) = A v, é um 
subespaço vetorial de V(S; = (ve V/f(v) = Av W.Defato,sev ev, €ES;: 
flo, +rv)=flo)+flv)=Av +Aiv,=A(v, +v,), 


e, portanto, (v, + v,) E Sa. 
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Analogamente, verifica-se que av E S; paratodoa ER. 
O subespaço S; é denominado subespaço associado ao valor próprio À. 


No problema 1, por exemplo, viu-se que ao valor próprio À = 6 
correspondem os vetores próprios do tipo v = x (5,2). Assim o subespaço 
assogiado ad = 6 é 


S, = (x(5,2)/xE RJ= [(5,2)] 


que representa uma reta que passa pela origem do sistema xOy (Fig. 5.3). 





Figura 5.3 


Il) Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio característico e, por 
isso, os mesmos valores próprios. De fato, sejam f : V > V um operador linear 
e Ae B bases de V. Tendo em vista que a relação entre matrizes semelhantes é 


T,=Q!T,O, 
conforme foi visto em 4.3, vem: 
det(T;-AI) = det(Q!T, Q-A1) 
- det(Q!T, Q-AQ/IOQ) 
det (O! (T, -AD Q) 
det Q! x det (T, - AI) x det Q 
det Q! x det O x det (T, - A 1) 
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det (O! Q) x det (T, -À 1) 
detI x det (T, -A 1) 
det (T, -A 1) 


5.4 — DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES 


Sabe-se que, dado um operador linear f : V > V, a cada base B de V 
corresponde uma matriz Tp que representa f na base B. Pretende-se obter uma 
base do espaço vetorial V de modo que a matriz de f, nessa base, seja a mais 
simples possível. A seguir se verá que essa matriz é uma matriz diagonal. 


5.4.1 — Propriedades 


1) Vetores próprios associados a valores próprios distintos de um 
operador linear f : V > V são linearmente independentes. 


A demonstração será feita para o caso de f : IR > IRem que À, e À, são 
distintos. 


Sejam f(v) =Avef(v,)) = Av, com, * À, e considere-se a 
igualdade 


av +av,=0 (1) 
Pela linearidade de f, tem-se: 
aflwo)+af(w)=0 

ou 


aA,v, +ad,v, =0 (2) 
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A III SC 22 a A 


Multiplicando ambos os membros da igualdade (1) por À,, vem 
aA4,v +a,4,0,=0 (3) 
Subtraindo (3) de (2), tem-se 
a, (1,-A)v, = 0, 
mas, 
A -A *0ev,*0, 


logo, a = 0. 
Substituindo a, por seu valor em (1) e tendo em vista que v, * 0, tem-se 
a =0 
Portanto, o conjunto (v, v,) é LI, pois (1) só admite a solução trivial 
a=a=0 


I1) Sef :V > V é um operador linear, dm V = nef possui n valores 
próprios distintos, o conjunto ( v,, v,, ..., vn), formado pelos correspondentes 
vetores próprios, é uma base de V. 


Esta propriedade é consegiência imediata da propriedade anterior. 

Exemplo 

Dado o operador linear f : IR? > IR2,f (x,y) = (-3x- 5y, 2y), os valores 
próprios de f são A, = 2 e À, =-3 (a cargo do leitor). Calculando os vetores 
próprios, obtém-se: 

a) para4, = 2,osvetoresv, = (1,-1), x 0; 

b) para, = -3,os vetores v, = x (1,0), x £ 0. 


Tendo em vista que 4, * 4, o conjunto ( (1, -1), (1,0) ) é uma 
base do IR? 
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III) Se um operador linear f : IRê > IR admite valores próprios À,, 4; e 
À, distintos, associados a v,, v, e vs, respectivamente, a propriedade II) assegura 
que o conjunto P = [v,, v,, v; ) é uma base do IR, 


Tendo em vista que 

f(lv)=4v, + 0v, + 00, 
f(v)=0v, +40, + 00, 
f (v,) =0v, + 0v, AUS 


o operador é representado na base P dos vetores próprios pela matriz diagonal 


dv) À 
LED A 0l=D, 
0 0 À, 


cujos elementos da diagonal principal são os valores próprios de f. A matriz 
diagonal D é a mais simples representante do operador linear f. 


5.4.2 — Matriz Diagonalizável 
Sendo A a matriz canônica do operador f, as matrizes A e D são 
semelhantes por representarem o mesmo operador em bases diferentes. Logo, 
a relação entre matrizes semelhantes (ver item 4.3) permite escrever 
D=Q!AQ (1) 
sendo Q a matriz de mudança de base de P para a matriz canônica 
C=(e,=(1,0,0)e, = (0,1,0),e,; = (0,0,1) 3. 
Tendo em vista que 


OSCIiPSfp=P, 
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a igualdade (1) escreve-se: 
D=PIAP, (2) 


sendo P a matriz cujas colunas são os vetores próprios do operador f (P está 
designando tanto a base dos vetores próprios de f quanto a matriz ora descrita; 
no contexto, identifica-se quando se trata de uma ou de outra). 


A igualdade (2) dá motivo à definição a seguir: 


A matriz quadrada A é diagonizável se existe uma matriz inversível P tal 
que P/ A P seja matriz diagonal. 


Diz-se, nesse caso, que a matriz P diagonaliza A ou que P é a matriz 
diagonalizadora. 


A definição acima pode ser expressa de modo equivalente: um opera- 
dorlinearf : V > V é diagonalizável se existe uma base de V formada por vetores 
próprios de f. 


5.4.3 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar uma matriz P que diagonaliza a matriz 


e calcular PIA P, 


Solução 

Os valores próprios e os correspondentes vetores próprios de A 
sãoA, =2ev, =(1,0,-1), 4, = 3ev, = (1,1,1), 4; = 6€e v; = (1,-2,1) (Ver 
RA A.19.1 - Prob. 2). 


Como os À; são distintos, o conjunto P = (vu, va vs + forma uma base 
do IR“ e, portanto, a matriz 
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Ano gil E 
P = | PR RR 
ah dl 1 


diagonaliza A 


Calculando P? A P, obtém-se: 


da ss dl 
: 1 : E ad as Ot 
PAP = |3 3 3 E ler ir E cd e bp = 

o a diria ds a soe 
6 3 6 
2 Ad) 

= 103 0/=D 
00 26 


2) Dado o operador linear f : IRê > IRº definido por 
f (5,9) = (4x + 5y, 2x + 7) | 


determinar uma base do IR? em relação à qual a matriz de f é diagonal. 


Solução 


A matriz canônica de f é 


ai 


No problema 1 de 5.2.3, viu-se que os valores próprios de f (ou de A) 
são À, = 6€ 4, = -1 e os correspondentes vetores próprios são v, = x (5,2) e 
v; =x(1,-1). 

A base em relação à qual a matriz de f é diagonal é 
P=fv,= (5,2), = (1,-1) ) base formada pelos vetores próprios de f e, 
portanto, a matriz 
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a e a iii a cc cien 


die 
[21] 


diagonaliza A. 


PIAP = 


q jw qajm 


o SI Eca QI 
E À E a =» 
e Se na matriz P for trocada a ordem dos vetores-coluna, isto é, se se 


RE 


amatriz D = PIA P será 
mi 
D=["05 


3) Determinar uma matriz P que diagonaliza a matriz 


JIN qajm 


fizer 


2.100 
A=|0 1-1 

O 2º 4 
Solução 


Os valores próprios e os correspondentes vetores próprios de A 
são4 = =2ev=(1,0,0,4,=3ev,=(1,1, -2), sendo v, e v; LI 
(propriedade 1, item 5.4.1) (a cargo do leitor). 


Como só existem dois vetores LI do IR, não existe uma base P desse 
espaço constituída de vetores próprios. Logo, a matriz A não é diagonalizável. 


e O problema 2 de 5.5.1 mostrará um exemplo de matriz A que, 
também como a deste problema, só possui dois valores próprios mas, em 
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correspondência, existe uma base P de vetores próprios e, consequentemente, 
A é diagonalizável. 


5.5 — DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES SIMÉTRICAS - 
PROPRIEDADES 


I) A equação característica de uma matriz simétrica tem apenas raízes 
reais. 


A demonstração será feita somente para o caso de uma matriz simétrica 
A de ordem 2. Seja a matriz simétrica 


fi 
oa 
cuja equação característica é 
ips 4 f pa 
det (A -A 1) = E =0 
isto é, 
(p-4) (q-4)-7? =0 
pq-Ap-Aq+42-r2=0 
2- (p+ q + (pa-r)=0 
O discriminante dessa equação do 2º grau em À é 
(D+ 0)-4(Dlpg="") = pa 2pg + q-4pq + 4 = 
qn e dare 


Tendo em vista que esse discriminante é uma soma de quadrados 
(não-negativa), as raízes da equação característica são reais e, por conseguinte, 
a matriz A possui dois valores próprios. 
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Il) Sef : VW» V é um operador linear simétrico com valores próprios 
distintos, os vetores próprios correspondentes são ortogonais. De fato, sejam À, 
e À, dois valores próprios de um operador linear simétrico f com À, = À,. Sejam, 
ainda, f (0) = Av, ef (v,) = À v, isto é, sejam v, e v, vetores próprios 
associados, respectivamente, a À, e À,. Pretende-se mostrar que v,.v, = 0. 


Sendo f um operador simétrico, pela propriedade 4.5.1, vem 


f(lv).v, = Ud AUG) 

ou 
AV,.U, = V,.À,U, 
Alv,.v)-A(v,.v,)) =0 
(A, -A)(v,.v) =0 


Como À, - À, * 0, segue-se que v,.v, = 0, ou seja, v, L v,. 


e Em 5.4.2 viu-se que uma matriz A é diagonalizada pela matriz P da 
base dos vetores próprios por meio de 


D = PIAP (1) 


No caso particular de A ser simétrica, P será uma matriz de uma base 
ortogonal, de acordo com a propriedade II. Às vezes, por conveniência, há 
interesse que a base P, além de ortogonal, ee ortonormal, o que se obtém 
normalizando cada vetor. 


Assim, nessa condição, de acordo com a propriedade II de 4.4.1, por ser 
“a matriz P ortogonal, tem-se: 


Pl = Pt earelação (1) fica 
D = PAP, 


dizendo-se, nesse caso, que P diagonaliza A ortogonalmente. 
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5.5.1 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz 
simétrica 




















To Sd 0 
A=|-2 6 -2 

go 5 
Solução 


Conforme se viu no problema 2 de 5.2.3: 
a) os valores próprios de AsãoA, =3,4, = 6 e 4; = 9; 


b) os vetores próprios correspondentes são v, = (1, 2, 2), 
v,=(2,1,-2) e vs = (2,-2,1). 


Normalizando os vetores v,, v, e vs, obtêm-se os vetores próprios 
unitários associados, respectivamente, aos valores próprios À, = 3, 4, = 6 
e =09: 





m= vi (1, 2,2) HE 1, 2,2 eqslelem add da A 
Ases EF: vg 3 333 
are. Quim) ul z 

PT” vg Gs 

ro sigo) al é À 

MD vo Go 33) 

A matriz 

p= É 


IV WI WIN 


CTN IN WI 
LJ WON WIN 
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cujas colunas são as componentes dos vetores próprios ortonormais 444, 4, € 43 
é ortogonal: 


MM = Modo = Mad =1 

MM, = M'Mda =H'Hs=0 

A matriz P diagonaliza A ortogonalmente uma vez que 
D=PIAP=P'AP: 


À BE saçã A canedigao É 
3 5 3 3 3 3 
Do [2 » 1 dd E bhoba A dl co iersolagão (2) À 
E dados Qge NidO) -£, se E DEE 
à de ado Id 
3 3 3 5 3 3 
300 
= 0 6 0 
0 09 


2) Dado o operador linear simétrico f : IRê > IR definido pela matriz 


determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza A. 


Solução 


a) Os valores próprios e os correspondentes vetores próprios de A são 
A =5ev, = (1,0,-2),4, = À; = 0ev = (2z,y,z) comy e znão simultaneamente 
nulos. 


Quando v depende de mais de uma variável (v = (2z, y, z)) como 
acontece neste caso, pode-se associar a ele mais de um vetor próprio, entre si 
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LI, e correspondentes ao mesmo valor próprio, contrariamente ao que sucedeu 
no problema 3, item 5.4.3. De fato: 


Fazendo, y = 0 e z = 1, por exemplo, obtém-se um vetor 
v, = (2,0,1); e para y = 1 e z = 0, por exemplo, obtém-se outro vetor 
vs = (0, 1,0), vetores estes que são vetores próprios linearmente independentes 
e ortogonais, associados ao mesmo valor próprio À = À; = 0 


b) Normalizando v,, v, e vs, obtêm-se os vetores próprios ortonormais 
de A: 





HM = bg = a CO a Õ, = 2) = (1,0, - 2) 0, -2 = EE 0, E E 
Lo ly] VL+E+(-2? vs vs vs 
sd go GO ds 
O VD+E+ E vs Vs 5 
v ( ) 
= qa = O 40 (01,0) 


Ares 


a| 


c) Como o conjunto P = (44, > 43 ) é uma base ortonormal do R, 
formada por vetores próprios ortonormais de A, a matriz 


ER A 
5 V5 É 

P = 0 (0) 1 
RE a pol õ 
5 5 


diagonaliza A ortogonalmente. 


e É importante observar que se v,. v; £ 0, seria necessário utilizar o 
processo de Gram-Schmidt para se obter os vetores próprios ortogonais, isto é, 
para que v, . vs; = 0 e, em consequência, os vetores u,, mM, e Ms serem 
ortonormais. 
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5.6 — PROBLEMAS PROPOSTOS 


Nos problemas 1 a 3, verificar, utilizando a definição, se os vetores 
dados são vetores próprios das correspondentes matrizes: 


Do=(a)ea= [13 


a 
Bv=(,L,9)eA=|0 21 

E 2 

Ler saltos O) 
3)v=(2,1,3)eA=|2 3 2 

E ER 


Nos problemas 4 a 10, determinar os valores próprios e os vetores 
próprios das transformações lineares dadas em cada um deles. 


DfIR>SR,f (xy) =(x+2y,-x+ 4) 
DfR>SIR,f (xy) =(2x+2y,x+3y) 

6) F:IR> IRF (x,y) = (5x-y,x + 3y) 

D fi = IRF (6,7) = (y,-x) 
)IRSRS(xyz)=(x+y+z2y+2z 2y +32) 
)f:IR>IR,f(x,y,2)=(x,-2x-y,2x+y + 227) 

10) F:IR>IR,f(x,y,2)=(x+y,y,2) 


Nos problemas 11 a 18, calcular os valores próprios e os correspon- 
dentes vetores próprios das matrizes dadas em cada um deles. 


mA=|.1 ] 7 4=[5 4 











Ia dinali 
13) A=|2 32 
Rs a 
Lo q 
IS) A=[1 1-2 
O di ad 
3º 4.37 42 
I)NA=|0-1 0 
8 6-5 
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Epiadia dE 

19 A=|0 2-3 
aa E 

uu q 

1) A=|1 41 
da 2198 
DEE 2 

1899 4A=|0-10 
00 


Nos problemas 19 a 26, verificar, em cada um deles, se a matriz A é 
diagonizável. Caso seja, determinar uma matriz P que diagonaliza A e calcular 


READ 


19) A = É l 


5-1 
mA=|7 ] 


1” 0 0 
ED ÃA=|-2 3,21 
RR ng 
EB ça 
2)A=I|I0 1 0 
0 3 


2) 4= [4 4) 
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27) Seja o operador linear f: IR > IR definido por 
163) = Le tpçte +) 
a) Determinar uma base do IR? em relação à qual amatriz def é diagonal; 
b) Calcular a matriz de f nessa base. 


Nos problemas 28 a 31, para cada uma das matrizes simétricas A, 
determinar uma matriz ortogonal P para a qual P* A P seja diagonal. 


[3-1 sao 

2») =|.) 7 2) 4 = |5 ] 
RR na p = É 
30)A4=|0-1 0 smA=S|-D 9º 4 
a rel E 


Nos problemas 32 a 35, determinar uma matriz P que diagonaliza A 
ortogonalmente e calcular P? A P. 


E e É | 


O PE 
33)A=|0-10 
2 00 
6 0 6 
3)A=I|0-20 
ARC ad 


ta NO NO 
a NAN 
ma a 


35) A= 





Vetores próprios e valores próprios 185 


5.6.1 — Respostas dos Problemas Propostos 


1) Sim 

2) Sim 

3) Não 

)Mh=30=y(,1);A=2,0,=y(2,1) 
Dh=Lu=y(-24,1);A=4,0,=x(1,1) 

60)hA4=h=4u0=x(1,1) 

7) Não existem 

)h=h=1,0=(%y-y)A =4,0,=x(1,1,2) 

VA =Lu=2(3,3,D;A=-1,0,=2(0,-3,1);4=2,0;=2(0,0,1) 
10) 4, =) =A,=1,v =(x0,z),xe z não simultaneamente nulos 

WD) 4=20=y0,1);4 =40,=y(1,1) 
D)A=L,Lu=y(-1,1])A=5u0,=x(1,3) 

3)A=1,v, =x(1,0,-1);A =2,0,=2z(-2,2,1);4; = 3,05 = x(1,-2,-1) 
19) 4 =-,v=x(,LI));A=2,0,=x(1,1,0);4 =3,05=x(1,0,0) 
15) 4 =1,v, =2z(2,2, 1);4, e 4; imaginários 
I)4=h=2v=(x,y,x-2y);A =6,05=x(1,1,1) 


MDl=h=4="Lu=(,y2+5) 


18) 4 =2,0,=x(1,0,1);4, = -1,0, = y(0,1,0);4; = -2,0; = x (1,0, -1) 


9P= [1 | PAP = pr y 


b) 


Eme É e A 
me-[1.]  aee[08 


2 
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21) Não é diagonalizável. 


| 
2)P=[|1 0 1 PAP = 
21 


23) Não é diagonalizável. 


8 7,=7 
2) P=| 1 -/=2 PAP 
0 01 q 
po ci 
o P=|p4 00 o!ó P-1AP 
de O 


26) Não é diagonalizável. 
27) a) tC2, Db, (1, 2)) 


pie eo 
V2 V2 
28) P= 

sem so 

V2 V2 
er es 0 

V2 V2 
30) P = 0 0 1 
Es Es 0 

j V2 


| 
Som 


|! 
Som 


So 


») | 


29) P = 


31) P = 


SOU 
SONO 
à SO 


ONO 
Voo 


pm 
a o 
So 


IS cm 


= Si = 


= AI 


si ar ai 


(am) 


Sins 
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32) P 














1a2) 22 
alEr = ale 





EEE 
SOS: 


SOS no 


OSSO 


PAP = 





ES 


ie 


aj 


to 


PS joao 





35) P 

















Capítulo 6 


SIMPLIFICAÇÃO DA 
EQUAÇÃO GERAL 
DAS CÔNICAS 


6.1 — CÔNICAS 

Chama-se cônica ao lugar geométrico dos pontos do IR? cujas coorde- 
nadas (x, y), em relação à base canônica, satisfazem à equação do 2º grau 

ax + by +20xy + dx +rey+f =0 (6.1) 


na qual a, b e c não são todos nulos. 


Sendo S = (e, = (1,0), e, = (0, 1) j a base canônica do RºeM (x,y) 
um ponto qualquer pertencente a uma cônica (uma elipse, por exemplo — Figura 
6.1), pode-se escrever 


v, = OM = (x,y) 


6.2 — SIMPLIFICAÇÃO DA EQUAÇÃO GERAL DAS 
CÔNICAS 


Com o propósito de reconhecer uma cônica e simplificar a equação 
geral que a representa, a equação (6.1) será, a seguir, minuciosamente analisada. 
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Figura 6.1 


a) O polinômio ax? + by? + 2 cxy, conhecido como forma quadrática 
no plano, pode ser representado por 


sau = nf E) |) 0) 


se se considerar 


ldem 


Observe-se que à forma quadrática ax? + by? + 2cxy está sendo 
associada uma matriz simétrica A. 
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b) Ems5.5, viu-se que a matriz simétrica A é diagonalizada pela matriz 
ortogonal P dos vetores próprios ortonormais: 


PAP DE Ç À (2) 


2 
, 
sendo À, e À, os valores próprios de A. 


Chamando de x" e y' as componentes do vetor v na base ortonor- 
malP = [= (xy X) My = (Xy X») isto 6,0, = (xº,y'), tem-se: 
v. = Pu, (3) 


s 


sendo P a matriz de mudança de base de P para S. 


A igualdade (3) pode ser escrita na forma matricial 


3-[5 E 


Tendo em vista a igualdade (3), a expressão vi A v, pode ser escrita 


Xy. *y 
Xp Ay 








assim: 
VI Av = (Pu) A(Po) 
ou 
vVIAV = (a PJA(Pv) 
vÃo = (PAR, 
P'AP=D 
Da = Du, (5) 
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Considerando 


e as igualdades (1) e (2), a igualdade (5) fica: 
À , 
k ni djd=te nm É à d E 


ax? + by? + 2exy =4,x2 +4,y? 


ou 


Assim, a forma quadrática ax? + by? + 2cxy pode ser sempre substituí- 
da pela sua equivalente À, x? + 4, y?, chamada forma canônica da forma 
pes q 1 pede» Ri À 
quadrática no plano ou forma quadrática diagonalizada. 


c) A equação (6.1), item 6.1, na forma matricial é 


cl |x x Rj (7) 
aid alema 


e levando em consideração as igualdades (6) e (4), a igualdade (7) passa a ser 
4 0 x a x 
AR eira fd ste | +f=0 
Ein o à | dis E as 


À, x2 + Ay? +pX+qgy +f=0, (8) 





ou 


na qual À, e À, são os valores próprios da matriz simétrica A, x e y' as componentes 
dovetorvnabaseP = (u; = (Xy, X2) HM, = (%p X»)bp=dxy +texe 
q = dx + ex. 


A equação (8) é a equação da cônica dada em (6.1), porém referida ao 
sistema x” 0 y” cujos eixos são determinados pela base P = (u,, 4, ) (Fig. 6.2.3). 
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Figura 6.2.a 


Não é demais insistir: a equação (6.1), item 6.1, representa a cônica 
referida ao sistema x O y enquanto a equação (8) representa a mesma cônica, 
referida, porém, ao sistema x” 0 y'. Assim, a passagem da equação (6.1) para a 
(8) ocorreu por uma mudança de referencial, isto é, por uma mudança de base. 
Assinale-se que esta passagem implicou uma simplificação: enquanto a equação 
(6.1) apresenta o termo misto em xy, a equação (8) é desprovida dele. 


d) A equação (8) pode ainda ser simplificada com o objetivo de obter 
a equação reduzida da cônica. Para tanto, efetua-se uma nova mudança de 
coordenadas por meio de uma translação do referencial x 0y' para um 
novo X 0'Y (Fig. 6.2.b). Esta mudança de referencial é chamada translação de 
eixos. 


A translação de eixos, já estudada em Geometria Analítica*, será vista 
apenas na prática por ocasião da solução de problemas. 


* Ver Geometria Analítica - Alfredo Steinbruch e Paulo Winterle - Editora McGraw-Hill Ltda. 
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Figura 6.2.b 


6.3 — CLASSIFICAÇÃO DAS CÔNICAS 


Antecipando o que a prática vai mostrar, a equação reduzida da cônica, 
obtida por meio de uma translação de eixos, terá uma forma que dependerá dos 
valores próprios À, e À, que constam da equação (8). Uma das duas situações 
seguintes, como se verá nos problemas resolvidos, poderá ocorrer: 


1) À, e À, são diferentes de zero. 


Nesse caso, a equação reduzida da cônica será da forma 
AÇÃO AA, (1) 


e representa uma cônica de centro. Esta cônica será: 
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i) do gênero elipse, se À, e À, forem de mesmo sinal; 


ii) do gênero hipérbole, se À, e À, forem de sinais contrários. 


2) A, ouÀ, é iguala zero. 
Se 4, = 0, a equação reduzida da cônica será da forma 
AY +pX=0 
Se 4, = 0, ter-se-á 


AX +qY=0 


(2) 


G) 


As equações (2) e (3) representam uma cônica sem centro do gênero 


parábola. 


6.4 —- PROBLEMAS 


Antes de enunciar problemas, um resumo dos itens 6.2 e 6.3 será útil 
para facilitar a obtenção da equação reduzida de uma cônica e sua classificação: 


1%) A equação geral da cônica 
ax? + by +2exy+dx+ey+f=0 


é representada matricialmente por 


x 3] : y ' + [d e] ' +f =0 


que, por mudança de base, é tranformada na equação 


, , 4, 0 8 a E 
es Meuafes 





pit 
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ou 
AX? +hy? +px+qy +f=0 


2º) Esta última equação, por translação de eixos, é transformada numa 
das equações reduzidas 


(1 4, Agre= P 

(2): 4,Y +pX=0 

(3): 4, X+qY =0 

A (1) representa uma cônica de centro (gênero elipse ou hipérbole, 
conforme À, e À, sejam de mesmo sinal ou de sinais contrários); a (2) e a (3) 


representam (conforme seja A, = 0ou 4, = 0) uma cônica sem centro, gênero 
parábola. 


6.4.1 — Problemas Resolvidos 


1) Determinar a equação reduzida e o gênero da cônica representada 
pela equação 


22 +27) + 2x + 72x + 5V2y + 10=0 (1) 


Solução 
a) 1º) Mudança de base 


A equação (1) na forma matricial é 


2 + da x = 
[x DIE | ' + [72 5v2] ' + 10=0 
que, por uma mudança de base (mudança de referencial), é transformada na 
equação 


Xy XX 


pe y] Lo | | +[WZ svZ] |, É +10=0 (2) 


12 2 
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na qual À, e À, são os valores próprios da matriz simétrica 
oe 
Aa 


€ as colunas 


e e 
11 1 
12 Ko 
são os vetores próprios unitários de A, associados a À, e À,, respectivamente. 
Os valores próprios de A são 
A =3e 4,=1 


eosvetores próprios de Asãov, = (1,1) ev, = (-1, 1), sendo os seus respectivos 
vetores unitários 


1 
e pêos ESA 
Bio ft Ou Mj = ! 
v2 
A ds 
Es a 
m=(-> 5) o do = 
: v2 v2 ja 
v2 


(Os cálculos ficam a cargo do leitor). Logo, a equação (2) fica: 


1 1 
boy] 0 | DB +imz vz | 2 | +10=0 
77 
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ou 
3x2 + y2 + 12x -2y + 10=0, (3) 


que é a equação da cônica (1), referida ao sistema x” Oy cujos eixos são suportes 
dev, ev, (ou deu, eu) - (Fig. 6.4.1.3). 





Figura 6.4.1.a 


e Os eixos do sistema x 0 y' tanto podem ser suportes de v, ou 4; € 
de v, ou 4», porque esses vetores têm, respectivamente, a mesma direção e o 
mesmo sentido. 


2º) Translação de eixos 


A equação (3), por meio de uma translação de eixos, pode ser simplifi- 
cada. De fato: 


3x2 + y2 + 12x -2y' + 10=0 

(3x2 + 12x) + (y?-2y) = -10 

3(x2 + 4x) + (y2-2y) = -10 

3X +4w +D)+HGy2-2Dy +D=10+34)+1 

3 +2L+(y-12=3 (4) 
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Pelas fórmulas de translação de eixos, fazendo 
X=(x+2) 
+= fred), 


a equação (4) fica 
3X +Y =3 


ou 
x2 


que é a equação reduzida da cônica (1), referida ao sistema X0' Y no 
qual 0º (-2, 1), sendo as coordenadas de 0º medidas no sistema x' 0y”. 


b) A cônica, representada pela equação (1), é uma elipse cujos semi- 
eixos medem 1 e v3, estando o eixo maior sobre o eixo dos Y (Fig. 6.4.1.b). 





Figura 6.4.1.b 
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2) Determinar a equação reduzida e o gênero da cônica representada 
pela equação 


16x? - 24 xy + 9y?- 15x-20y + 50 = 0 (1) 
Solução 
a) 1º) Mudança de base 


A equação (1) na forma matricial é 


[x nl. a ' 2 pagas Si ' Eos OR 


que, por uma mudança de base, é transformada na equação 
Aa 0) , 
1 X 

RE ie 15C1=20 

px vilo | H ] 


na qual À, e À, são os valores próprios da matriz simétrica 


DP 
A=|.19 | 


e as colunas 


x E: 
m=[) e mofã 


são os vetores próprios unitários de A, associados a À, e À,, respectivamente. 


XKy X 


| oco 
Xp X| |) 











Os valores próprios de A são À, = 0e À, = 25 e os vetores próprios de 
Asão v, = (3,4) ev, = (4, -3), sendo os seus respectivos vetores unitários 
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3 
5 
E 
m=(5"5) OU Mm = 
4 
e) 
4 
di dosiê o 
m=(5"-5) ou Ma 
3 
5 


(Os cálculos ficam a cargo do leitor). Logo, a equação (2) fica 


3 E 
5 5 
o aa pri O) JE ) r x n 
[x pilg a É + [- 15 20] ) 3 D)+30 0 
Es PE 
ou 
25y2-25x + 50 = 0 
ou ainda 
y?-x +2=0 (3) 


que é a equação da cônica (1), referida ao sistema x” 0 y' cujos eixos são suportes 
dev ev, (ou deu, eu). 


2º) Translação de eixos 


A equação (3), por meio de uma translação de eixos, pode ser simplifi- 
cada. De fato: 


y?-x +2=0 
y? = -D 
rabo = 2 (4) 
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Pelas fórmulas de translação de eixos, fazendo 


X=(x-2) 

+= (gy -0, 
a equação (4) fica 

Y=X 


que é a equação reduzida da cônica (1), referida ao sistema X0'Y no 
qual 0º (2, 0), sendo as coordenadas de 0º medidas no sistema xº O y”. 


b) A cônica representada pela equação (1) é uma parábola de parâme- 


tro igual a d sendo o seu eixo o eixo dos X (Fig. 6.4.1.0). 


y 
E I=AX 
AN SSI = ra ah 
] 
] 
| 
| 
| 
l 
' 
Ú 
0, 3 14 x 
/ 
| 
] 
] 
3p---.- = 05 Y 
y 


Figura 6.4.1.c 
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3) Determinar a equação reduzida e o gênero da cônica representada 
pela equação 


4x2 -3y? + 24xy- 156 = 0 (di) 


Solução 


a) Tendo em vista que essa equação não apresenta os termos de 1º grau 
emxey(d = e = 0na equação (6.1), item 6.1), a solução dependerá somente 
da mudança de base. A equação (1) na forma matricial é 


[x 3] E ke N - 156=0 


que, por uma mudança de base, se transforma na equação 


o oo po AUS Es 
Db” y] | 0 à NH - 156 =0 (2) 
na qual À, e À, são os valores próprios da matriz simétrica 
+ de 
A = | dz 3 


O cálculo dos vetores próprios (ou dos seus correspondentes vetores 
unitários), como se vê na equação (2), é dispensável para a obtenção da equação 
reduzida, a não ser que se deseje construir o gráfico da cônica (que é o caso 
presente, por razões de ordem didática), pois são esses vetores que determinam 
o novo referencial x” Oy”. 


Os valores próprios de A são 4, = -12e 4, = 13, sendo v, = (3,-4) e 
v; = (4,3) os vetores próprios associados, respectivamente a À, e 4,. (Cálculos 
a cargo do leitor). Logo, a equação (2) fica 


-12 0) [x 
Ae, | - 156 =0 
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ou 
12x? + 13y2 = 156 


ou ainda 


BIS 


x? 
Bier 


que é a equação reduzida da cônica (1) referida ao sistema x 0 y”. 
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b) A cônica representada pela equação é uma hipérbole com eixo real 


sobre o eixo dos y' (Fig. 6.4.1.d), sendo o semi-eixo real igual a V12. 





Figura 6.4.1.d 
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6.4.2 — Problemas Propostos 


Nos problemas 1 a 12, determinar a equação reduzida, o gênero da 
cônica representada pela equação dada em cada um deles, e fazer o respectivo 
gráfico. 

1) 17X + 12xy + 8y2-10x +20 +5=0 
DX +y-8xy-17V5x +11V5y+41=0 
34x +y +4y+5V5x+10V5y+5=0 
)xX+y+xy+5vIx+4V2y+1=0 
5) 4x + 6xy -4y? + 20x-20y-19 = 0 
)xX+y+y-8x+4=0 

7) 3xX-2xy + 3y?-2x-10y-1=0 

8) xy +4vV2x+ 6/2y+30=0 
)xX+y+2xw-4V2x=0 
10) 16x + 92 - 96x + 72y + 144 = 0 
11) 4x2-5y2 + 8x +30y-21=0 
12) x-6x+8y+1=0 

Nos problemas 13 a 20, determinar, por meio de uma mudança de 


referencial, a equação reduzida, o gênero da cônica representada pela equação 
dada em cada um deles, e fazer o respectivo gráfico. 


13) 3X + 2x +3yº-4=0 
14) 22 +y + 2V6 xy = 16 
15) 7xX)-8xy +y) +36 =0 

16) xy = 2 

17) 5X + 4xy + 272-12=0 
18) 7x + 13y2- 6/3 xy - 16 = 0 
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19) x +y +4-3=0 
20) 3X + 2xy + 3yº-4 = 0 


6.4.2.1 — Respostas dos Problemas Propostos 
1) * as a = 1, elipse 

2) x E U = 1, hipérbole 

3) Y? = 3X, parábola 

4) = + E = 1, elipse 


5) Y2-X? = 1, hipérbole 
6) XY = 2 V2 À parábola 
DRA daN 


7) 3 + gas 1, elipse 

8) = = a = 1, hipérbole 
9) Y? = 2X, parábola 

10) x EE a = 1, elipse 
11) É E = = 1, hipérbole 


12) X? = - 8Y, parábola 


2 
13) x? + E = 1, elipse 





206 Introdução à Álgebra Linear 


e rt Dr 

14) ER — 1, hipérbole 
e x? Edu 

15) RS 1, hipérbole 
x? ve Ea 

16) Fo Td 1, hipérbole 
a 

17) 2 + Fa 1, elipse 


x? 
Spa y? = 1, elipse 


22 
19) x? o = 1, hipérbole 


2 
20) x? + o = 1, elipse 


NOTA SOBRE AS QUÁDRICAS -— O estudo das superfícies quádri- 
cas representadas por equações do tipo 


axé + by + c7+2dxy + 2exz +2fyz+mx+ny+pz+q=o0, 


na quala,b,c, d, eef não são todos nulos, é feito de forma análoga ao realizado 
neste estudo das cônicas. 























Apêndice 


MATRIZES, 
DETERMINANTES E 
SISTEMAS DE EQUAÇÕES 
LINEARES 


Este APÊNDICE não é um curso sobre Matrizes, Determinantes e 
Sistemas de Equações Lineares.* Aqui serão tratados somente os itens neces- 
sários à compreensão dos assuntos e à solução dos problemas abordados nesta 
Introdução à Álgebra Linear. 


MATRIZES 


A.1 — Matriz de ordem m por n é um quadro de m x n números 
dispostos em m linhas e n colunas: 


d dy .. dy 
PE e an a 
dm ama dn 


* Para um estudo detalhado da Álgebra Matricial, ver Matrizes, Determinantes e Sistemas de 
Equações Lineares — Alfredo Steinbruch - Editora McGraw-Hill. 
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e A matriz na qual m * n é retangular se representa por Açm, n) € Se 
diz de ordem m porn (oum X n). 


e Amatriz na qualm = n é quadrada se representa por A, ou (A, n)) 
e se diz de ordem n. 


e Cada elemento de uma matriz A está afetado de dois índices: a;. O 
primeiro índice indica a linha e o segundo a coluna a que o elemento pertence. 


e A matriz A pode ser representada abreviadamente por A = [a;], 
i variando de 1am (i = 1,2,..,m) ej variando de lan (j = 1,2,..., n). Assim, 
se a matriz tem 2 linhas (m = 2) e 3 colunas (n = 3), ao fixar para i o valor 1 € 
fazendo j variar de 1a 3,obtém-sea,, a; ay; fixando, a seguir, para i o valor 
2e fazendo jvariar de 1a 3, obtém-se a, a» as: 


dy do dj 
a a 


page 


a do ds 


e A matriz de ordem m por 1 é uma matriz-coluna ou vetor-coluna e a 
matriz de ordem 1 por n é uma matriz-linha ou vetor-linha. Exemplos: 


Rd ! Aq o 8 A 8] 


e A matriz de ordem 1 X 1 é representada do mesmo modo que os 
números reais: n, 0, etc. 


A2 — Diagonal principal e diagonal secundária — Numa matriz qua- 
drada A, de ordemn = 3, por exemplo: 


d dy dj 
A,=A=|d dy dy 
a a a 


31 32 33 


9 


os elementos a; em que i = j constituem a diagonal principal: a, a» a33; 08 
elementosaemquei +j=n+1=3+ 1 constituem a diagonal secundária: 


dj dm dy 
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A.3 — Matriz diagonal e matriz unidade — A matriz quadrada D que 
tem os elementos a; = O quando i = j é uma matriz diagonal. A matriz diagonal 
que temos elementos a; = 1 parai = j é uma matriz unidade. Indica-se a matriz 
unidade por I, ou, simplesmente, por I. Exemplos: 


3 
D=|0 
0 


SOS uno 
| 
NSOOoO 


100 
nie 1 L=1=[010 
qro 


A4 — Matriz zero é a matriz cujos elementos são todos nulos. Indica- 
se a matriz zero por O: 


000 
de ça) 0 = 0:00 
000 


0. 0 6 
A.S — Matriz oposta de uma matriz A = [a;] é uma matriz B = [b;] 
tal que b; = -a;. Indica-se a matriz oposta de A por À. Exemplo: 


[4 foa-[13 


A.6 — Matriz ERR pra triangular inferior — A matriz 
quadrada A = [a;] que tem os elementos a; = O para i > j é uma matriz 
triangular superior e a matriz B = [b;] que tem os elementos b; = Oparai <j 
é uma matriz triangular inferior. Exemplos: 


10 CONOTEA: 2a O 
A =Siigos Dye roBe= a 
id a ED SO 


A7 — Igualdade de matrizes — Duas matrizes A = [a;Je B = [b;], 
de mesma ordem, são iguais se, e somente se, a; = b;. Exemplo: 


3 SB Sd 5 Cê 
108 Pseciá roseta 
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A.8 — Adição de matrizes — A soma de duas matrizes A = [a] 
e B = [b;], de mesma ordem, é uma matriz C = [c;] tal que c; = a; + Db. 
Exemplos: 


1) d dy ds e dy Dy Dis ca 
do dy dy by Do boy 

AEE ps +b, ap+b, ags+tb 

a, tb, ap+bo, as +b 


AR fogões 2h. dub Bo =9 
RF sp 9 = ss 7 | 

A8.1 — Diferença de duas matrizes — A diferença A - B de duas 
matrizes, de mesma ordem, é definida por A + (-B). Exemplo: 


4.51) en [rod beso o al me lap 1 5 
-3 4 t 28 e =P) = ao ne 
A8.2 — Propriedades da adição de matrizes — Para as matrizes A, B 
e €, de mesma ordem, tem-se: 


T) cs (Bida (A sis dO 
ND) A+B=B+A 

ID) A+0=0+A=A 

IV A+(A)=A+A=0 





A9 — Produto de uma matriz por um escalar — Se À é um escalar, O 
produto de uma matriz A = [ a; ] por esse escalar é uma matriz B = [b; ] tal 
que D; st Aa. 


sue é 52 ud] = [588 58 (a) mp E Li] 4] 20 PO 5 
3 5-3 5x3 5x5 5Sx(-3)| |15 25-15 
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A.9.1 — Propriedades da multiplicação de uma matriz por um escalar 
D (8) A = c(BA),a,b E IR 

D («+B)A=aA +BA 

HI c(A+B)=cA + aB 

IV) 1A= A 


A.10 — Produto de uma matriz por outra — Sejam as matrizes A 3) € 
Bar; 
(31º 


A=[243] e B= 


NI 


O produto AB é, por definição, uma matriz C 1 tal que 
2x6 +4KXTAIRITS ID 2 TIS =, 


isto é, cy é a soma dos produtos, na ordem em que estão dispostos, dos 
elementos da matriz-linha A pelos elementos da matriz-coluna B. 


A matriz Cs = [55 ] é o produto da matriz Ag 3, pela matriz B,): 


A x B C 


las fai EL Tr 


O produto AB é definido somente se o número de linhas de B (no caso, 3) 
é igual ao número de colunas de A (no caso, também 3). Por outro lado, a ordem 
da matriz C é dada pelo número de linhas de A (no caso, 1) e pelo número de 
colunas de B (no caso, também 1), isto é, Ca: Se se escrever em seqiência a 
ordem da matriz A e a ordem da matriz B 


(1,3) fran 
fuccaragaaido não coind 


o segundo e o terceiro números, sendo iguais, indicam que a multiplicação é 
possível, e o primeiro e o quarto números indicam a ordem da matriz- 
produto C: 
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od x B! e 


(1, 3) Ee 


fee mr 


Dadas duas matrizes Aq », e Bçs,4» por exemplo, cada linha de A pode 
ser considerada como uma matriz-linha e cada coluna de B como uma matriz- 
coluna, e a matriz Ap 3, X Bç, 4) é uma matriz Co 4: 


G, 1) 


| to 
Aço, 3) A Bã,y = Co, 
Je — uhadrius sine std 
Exemplo: 
SiDia 1 
“fu 26 [30 26 60 40] 
alas * Bray Ê 5 ] é : : E E HR 25 34 + = Cos 


O elemento c;, = 34 de C se obtém multiplicando a segunda matriz- 
linha de A pela terceira matriz-coluna de B: 


Q=2X4+5x1+3X7=8+5+21=34 


e os demais elementos de C se obtêm de modo análogo. 


A.10.1 — Problema resolvido — Calcular o produto das matrizes: 
an e: 

Solução 

Pa And Bai 


POciádo qa a REAR DES 
p= Ax= [5 ERR pes 


E interessante assinalar que a matriz B tem 2 linhas e uma só coluna: 
e o elemento da primeira linha é 2x + 7y 


e o elemento da segunda linha é 3x + 5y. 
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e OQ fato de que a matriz B tem 2 linhas e uma só coluna permite 
escrever, sob a forma matricial, o seguinte sistema de equações, por exemplo: 


2X + Wy = 16 
3x + 5Sy = 13 


De fato, fazendo. 


[87 e=[] co-[9 


pode-se escrever que AX = B, ou 


Ba bl-lol 


ou, ainda, 


dd Jyita erall 
DE dy ne judo 
e, de acordo com a definição de igualdade de matrizes: 
2x + Ty = 16 
3x + 5Sy = 13 


A.10.2 — Não comutatividade da multiplicação de duas matrizes — 
Em geral, a existência do produto AB não implica a existência do produto BA. 
Exemplo: 





A 


(3,5) x B 


69 = Ca6 

Entretanto, o produto B(s, 6, X Açs, s) não existe porque 6 = 3, isto é,0 
número de colunas da primeira matriz não coincide com o número de linhas da 
segunda matriz. Mesmo quando as multiplicações A x Be B x A são possíveis, 
os dois produtos são, em geral, diferentes: 
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DR O a e a O a eai ai 
Au X By = Cy 
Boo X Aga = Das 
Ainda que A e B fossem matrizes quadradas de ordem n, os produtos 


AB e BA seriam também matrizes quadradas de ordem n e, ainda assim, 
difeririam, em geral. Sejam, por exemplo, as matrizes 


[1] e] 
s-"1][5]-[8 8 
Rui Ea: 


Osprodutos AB e BA são diferentes, o que significa que a multiplicação 
de duas matrizes não é comutativa. 


BA 


e Existem, entretanto, matrizes A e B tais que AB = BA, porém essa 
não é a regra. Há dois casos que interessam particularmente e um deles é o 
seguinte: AI = IA = A. Exemplo: 


[apaga 


O outro caso será visto no item A.22. 


A.10.3 — Propriedades da multiplicação de uma matriz por outra — 
Admitindo que as ordens das matrizes possibilitem as operações, tem-se: 


D (ABJC = A(BC) 

IN) (A + BJC = AC + BC 

HI) C(A + B) = CA + CB 

IV) («A)B = A (aB) = o(AB), « E IR 
V) AB = BA, em geral 
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Ali — Matriz transposta de uma matriz A, de ordem m por n, é a 
matriz A', de ordem n por m, que se obtém escrevendo ordenadamente as linhas 
de A como colunas. Exemplos: 


4 4 
Ae ias a 
A = E E 4 e At=|a, d,|; 
' U ; d,3 da 


q em-[d 


A.11.1 — Propriedades da matriz transposta 


B 


D (A+B)J=A!+B 

ID) (KA)! = xA!, k E IR 

ID (AJ=A O 

IV) (AB)* = B'A! (ver problemas 15 e 16, itens A.14 e A.14.1) 


A.12 — Matriz simétrica é uma matriz quadrada S tal que S' = S. 
Exemplo: 


1 


(99 

II 

tn 
O W tn 


1 
Sec oahe 
9 


1 00 40 


9 


A13 — Matriz anti-simétrica é uma matriz quadrada A tal que A! = -A. 
Exemplo: 


216 
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A.14 — Problemas propostos 


Os problemas 1 a 6 referem-se às matrizes: 


a[23) a-[5] co-[54 


1) Calcular A + B. 
2) Calcular A + €. 
3) Calcular C- A. 
4) Calcular -2A. 

5) Calcular 6B. 

6) Calcular -3€. 


Os problemas 7 a 16 se referem às matrizes: 


1-2 
o UNS 1 p ceit 3 Suit 
cio 1 dmg p= [5 A ] Ê 
5 9 
liga dê 
ME MRE 
Ro DR RED DE O; 
Sebamtgup 5 disces 


7) Calcular AB. 

8) Calcular BA. 

9) Calcular BC. 

10) Calcular CA. 
11) Calcular (AB)C. 
12) Calcular A(BC). 
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13) Determinar a matriz A! 

14) Determinar a matriz B/ 

15) Calcular (AB)". 

16) Verificar a igualdade (AB) = B'A!. 


Os problemas 17 e 18 referem-se à matriz: 


A 
A=|4 7 1 
3 6 2 


17) Calcular A + A' = Severificar se S é simétrica. 
18) Calcular A- A! = Pe verificar se P é anti-simétrica. 
A14.1 — Respostas ou roteiros para os problemas propostos 


1e 2) Os problemas são resolvidos de modo análogo ao Exemplo 2, 
item A.8. 


3) O problema é resolvido de modo análogo ao Exemplo do item A.8.1. 


4a 6) Os problemas são resolvidos de modo análogo ao Exemplo do 
item A.9. 


7a 10) Os problemas são resolvidos de modo análogo ao Exemplo do 
item A.10. 


11) Roteiro: 1º) calcular AB = D; 2º) calcular DC. 
12) Roteiro: 1º) calcular BC = E; 2º) calcular AE. 


13 e 14) Os problemas são resolvidos de modo análogo aos Exemplos 
do item A.11. 


15) Roteiro: 1º) calcular AB; 2º) calcular (AB)! 


16) Roteiro: 1º) calcular B' = F; 2º) calcular A! = G; 3º) calcular FG; 
comparar FG com (AB)' calculado no problema 15. 


17) S é simétrica. 


18) P é anti-simétrica. 
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DETERMINANTES 

A.15 — Classe de umapermutação — Considere o leitor uma permu- 
tação 

acb 


dos três elementos a, b, c e seja 
a bt 


na qual os elementos estão na ordem alfabética, a permutação principal. Diz-se 
que dois elementos de uma permutação formam uma inversão se estão em 
ordem inversa à da permutação principal. 


Assim, na permutação dada acb, os elementos c e b formam uma 
inversão. Uma permutação é de classe par ou de classe ímpar, conforme apre- 
sente um número par ou ímpar de inversões. A permutação acb é de classe 
ímpar. 


A.16 — Termo principal e termo secundário — Dada uma matriz 
quadrada qualquer, ao produto dos elementos da diagonal principal, dá-se o 
nome de termo principal e ao produto dos elementos da diagonal secundária 
dá-se o nome de termo secundário. Assim, dadas as matrizes 


a a a 
RE ao Hip q 12 13 
= e = [dq dy dy 
dy à A A É 
31 32 33 


+) 


na matriz A, o termo principal é a,,a, e O termo secundário é a,,a,;; na matriz 
B, o termo principal é a,,a,,a;3 € o termo secundário é a,;a»a3. 


A.17 — Determinante de uma matriz é a soma algébrica dos produtos 
que se obtém efetuando todas as permutações dos segundos índices do termo 
principal, fixados os primeiros índices e fazendo-se preceder os produtos do 
sinal + ou -, conforme a permutação dos segundos índices seja de classe par ou 
de classe ímpar. 
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ii QE een 


A utilização da definição e o cálculo de determinantes de matrizes 
quadradas de ordem 2 e de ordem 3 serão feitos nos itens seguintes. 


e Ordem de um determinante é a ordem da matriz a que o mesmo 
corresponde. Se a matriz é de ordem 3, por exemplo, o determinmante será de 
ordem 3. 


e Representação de um determinante — A representação do determi- 
nante de uma matriz A, que será designado por det A, faz-se de maneira análoga 
à da matriz, colocada entre dois traços verticais. Exemplos: 


39 Da Wo (A 
dera = [5 dl det B = à 
o 8 9 


e Linhas e colunas de um determinante — Embora o determinante de 
uma matriz A sejaum número real, costuma-se, por comodidade, falar nas linhas 
e nas colunas do determinante que são as mesmas linhas e colunas da matriz À. 


A.18 — Cálculo do determinante de 22ordem — O determinante de 2º 
ordem é o que corresponde à matriz de ordem 2: 


4, 


dy 


O termo principal do det A é a, a» e os segundos índices são 1 e 2. O 
conjunto ( 1, 2 | admite duas permutações: 12 e 21, a primeira de classe par € 
a segunda de classe ímpar, considerando 12 a permutação principal. De acordo 
com a definição, pode-se escrever: 


Ago Bia 
det A = aba Bora io 
Tg 
Exemplo: 
ode origina 
det A = = 1)-50). = 21-10 = 11 
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A.19 — Cálculo do determinante de 3ºordem — O determinante de 3º 
ordem é o que corresponde à matriz de ordem 3: 


d do dy 
A=|& dp ad 
dy dy dy 


O termo principal do det A é a,, a,, as; € os segundos índices são 1,2 e 
3. O conjunto (1, 2, 3) admite seis permutações 123, 231, 312, 132, 213 e 321, 
as três primeiras de classe par e as três últimas de classe ímpar, considerando 
123 a permutação principal. De acordo com a definição, pode-se escrever: 
detA = ayãp as + ap da; + A50 A Ay O A - 


"Ag dj ds da do das (1) 
Na prática, obtém-se essa fórmula de dois modos: 


a) Desenvolvimento do determinante por uma linha — A fórmula (1) 
pode ser transformada na seguinte: 


detA = + 4, (a dy; - ds 2») - dy (a, d;3 - dys 4) + 
+ aj (a, à - à à) 


ou 
Lã dr ds dr dy 
12 
da à 


do dg 


det A = + dg a 
33 


= d13 
dy qd 











, 


isto é, o determinante da matriz A, de ordem 3, é igual à soma algébrica dos 
produtos de cada elemento da primeira linha pelo determinante menor que se 
obtém suprimindo a primeira linha e a coluna correspondente ao respectivo 
elemento dessa linha, fazendo-se preceder esses produtos, alternadamente, 
pelos sinas + e -, iniciando pelo sinal +. Essa maneira de escrever a fórmula 
(1) para calcular um determinante de 3º ordem é denominada desenvolvimento 
do determinante pela 1º linha. Exemplo: 








— tro 





Matrizes, determinantes e sistemas de equações lineares 221 





det A = =+2 a 


Ss 


Ran 
] 

o in Ee 

o a 9) 


a 











detA = 2(-45-56)-4(9 +21) + 3(8-15) 
det A = 2(-101) -4 (30) + 3(-7) = -202- 120-21 = -343 


e Um determinante pode ser calculado desenvolvendo-o por qualquer 
linha ou por qualquer coluna, cuidando-se a alternância dos sinais + e - que 
precedem os produtos. No caso do determinante de ordem 3, a alternância dos 
sinais + e -, por linha e por coluna, é a seguinte: 


+ 


b) Regra de Sarrus — A fórmula (1) também pode ser obtida pela Regra 
de Sarrus, que consiste no seguinte: 


1º) repetem-se as duas primeiras colunas à direita do quadro dos 
elementos da matriz A; 


2º) multiplicam-se os três elementos da diagonal principal bem como 
ostrês elementos de cada paralela a essa diagonal, fazendo preceder os produtos 
do sinal +; 


3º) multiplicam-se os três elementos da diagonal secundária bem como 
ostrês elementos de cada paralela a essa diagonal, fazendo preceder os produtos 
do sinal -. Assim: 


Ba Eds rd ao E 
Nan” Sans Sen Bia a 
Eu Vieda; 
det pesa go a a 


++ 


det A = à,,ã,d; + à 38 + à, à" à ds à - 


-d, do d33 - dy3 do dy 
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Exemplo: Calcular 


Z 14 18 
det A = À A 
= O get 29) 
Solução 
SE Na 
Z 4 3 PS 4 
3 893 3 
Pá No PO 
- - E AR E + 


detA = + (-90) + (-84) +24-45-112-36 = -90-84 + 
+24-45-112-36 = -343 


A.19.1 — Problemas resolvidos 
1) Resolver a equação 


É; x 10 


2 FRA a at 





Solução 
(8-x) (7-x) - 20 = 0 
56-8x-7x + x2-20 = 0 
x2- 15x + 36 = 0, 
equação cujas raízes são x, = 12ex, = 3. 
2) Resolver a equação 


3-x -1 1 
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E E ci e a e a 
Solução 


(89 am + Pe 














l -1 -1 
3x ca ne 





B-)(15-8K+R-D+HM3+x+D+II-S+x)=0 
45-24x +3xX-3-15x + 8x2-x +x-3+x+1+1-5+x=0 
»x* + 11xX2-36x + 36 = 0 

x*- 11x? + 36x- 36 = 0 


Na equação do 3º grau, as soluções inteiras, caso existam, são divisoras 
do termo independente -36. Com as devidas substituições na equação acima, 
verifica-se que x = 2 é uma delas. Consegiientemente, x-2 é um fator de 
polinômio xº-11x + 36x- 36. Dividindo o polinômio por (x-2) a equação poderá 
ser apresentada assim: 


(x - 2)(xº - 9x + 18) = 0 
ou 
(x-2(x-3)x-6) = 0 
As raízes dessa equação sãox = 2,x = 3ex = 6. 


A20 — Cálculo de um determinante de ordem maior do que 3 — O 
cálculo de um determinante de ordem n > 3, por envolver um número exces- 
sivamente elevado de operações, não é feito desenvolvendo-o por uma linha 
(ou coluna). Atualmente se calcula um determinante de ordem n > 3 por outro 
processo com o auxílio de um computador. Entretanto, aqui esse assunto não 
será visto, uma vez que, na Introdução à Álgebra Linear, os problemas abordados 
exigem só o cálculo de determinantes de ordem 2 e de ordem 3. 
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A.21 — Problemas propostos 


Os problemas 1 a 8 se referem às matrizes: 


2 =& pes q 
A=[1 E Ps gp ass 1 
, 7 Como 22 =] 
1) Calcular det A. 2) Calcular det B. 
3) Calcular det C. 4) Verificar se 
det (B + C) = detB + det C. 
5) Verificar se 6) Se se trocar a primeira linha pela 
det (BC) = det (B) x det (C). segunda na matriz , o que acon- 


tece com det B? 


7) Se se multiplicar a segunda co- 8) Verificar se det B = det Bt 
luna de C por 2, o que acontece 
com det C? 


Nos problemas 9 a 12, resolver as equações: 











9) ota it ni 10) E j =15 
fu 0 Rc Las Ame sd de= | 
| SB! = 8 2 1 3 |=0 
ado a 3 a 1 
A.21.1 — Respostas dos problemas propostos 
1) det A = 0. 2) detB = 128. 
3) dtC = 1. 4) A igualdade não se verifica. 
5) A igualdade se verifica. 6) det B fica multiplicado por -1. 
7) det C fica multiplicado por 2. 8) A igualdade se verifica. 
9) x=18ex=5. 10) x =3. 


11) x=4 12) x = 10. 
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INVERSÃO DE MATRIZES 


A.22 — Matriz inversa de uma matriz — Dada uma matriz quadrada 
A, de ordem n, se existir uma matriz quadrada B, de mesma ordem, que satisfaça 
à condição 


AB = BA =, 
diz-se que B é inversa de A e se representa por A”: 
AA! = AIA =T 


Quando uma matriz quadrada A tem inversa, diz-se que A é inversível. 
Exemplo: Dadas as matrizes 


A JERE TR 
A=[ i espa a 


A é inversa de B (ou B é inversa de A). De fato: 


Bali load 


A.23 — Matriz singular é a matriz quadrada que tem determinante 
nulo. Exemplo: A matriz 


a o 
é singular porque det A = 0. A matriz singular não tem inversa. 


A.24 — Matriz não-singular é a matriz quadrada cujo determinante é 
diferente de zero. 


As matrizes A e B de A.22 são não singulares porque det À = O 
e det B = 0. A matriz não-singular sempre tem inversa. 


226 Introdução à Álgebra Linear 





A25 — Propriedades da matriz inversa 


D(A+B!I=Al+B! 
ID) (KA)! = TALE ERexz0 


ID (AI =A 
ADE 
V) (AB)! = B!A” (ver problemas 6 e 7, itens A.31e A.31.1) 


A.26 — Operações elementares de uma matriz são as seguintes: 


D) Permutação de duas linhas (colunas). 


IH) Multiplicação de todos os elementos de uma linha (coluna) por um 
número real diferente de zero. 


HI Substituição dos elementos de uma linha (coluna) pela soma deles 
com os elementos correspondentes de outra linha (coluna) previamente multi- 
plicados por um número real diferente de zero. 


A.27 — Equivalência de matrizes — Dada uma matriz A, diz-se que 
uma matriz B, de mesma ordem, é equivalente à matriz A, se for possível 
transformar A em B por meio de uma sucessão finita de operações elementares. 
Se B for equivalente a A, representa-se por B— A. 


a) Quando se desejar permutar, por exemplo, a segunda linha pela 
terceira de uma dada matriz A, escrever-se-á assim: 


A NE ge 
PEN A UR 
O 4 Oti2 


12 0 


b) Quando se desejar multiplicar todos os elementos da segunda linha, 


, 1 S/s 
por exemplo, da matriz A, por 7» escrever-se-á assim: 
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ps) nal 11500885 
Me jo 4 Dis dl: A OR 
nm mliZ 00 00% 


c) Quando se desejar substituir os elementos da primeira linha, por 
exemplo, da matriz A,, pela soma deles com os elementos correspondentes da 
segunda linha previamente multiplicados por -3, escrever-se-á assim: 


19815] == BL; 100. 2E 
A=I|0 13 A=|0 1/3 
(3d 2 0: 2 


Examinando as operações elementares que foram efetuadas com a 
matriz A até obter a matriz equivalente As, verifica-se que: 


1) Aoperação Ly, foi realizada para tirar um zero da diagonal principal 
e poder colocar em seu lugar, após outra operação, o número 1. 


I) A operação : L, foi efetuada para, em lugar do número 4 da 
diagonal principal, se obter o número 1. 


HI) A operação L, - 3L, foi efetuada para, em lugar do número 3, 
situado acima do número 1 da diagonal principal, se obter um zero. 


A.28 — Transformação de uma matriz na matriz unidade — Qualquer 
matriz quadrada A, de ordem n, com det A 0, pode ser transformada na matriz 
equivalente I, de mesma ordem, por meio de uma sucessão finita de operações 
elementares, isto é, I — A. Exemplo: Transformar a matriz quadrada A na matriz 
equivalente I. 


fab; 113 
Sua AR a un pg cesta 
?2 5% 3 2L/- DES 
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Penpadá 1/5 
* 2 2 2 2 
Pemidmo Desa ML Solo 4 o >; 
0 4 0 ia 
> edihasáilio aqemo A Gus 
Asses sena eder eg boina 2 
010 E ima à 
0 epa 0 0-4) >- SL; 
ane 100 
ae A=|0 10 
Dio o E ola! 
Dus 


Como se vê, a matriz A, por meio de uma sucessão finita de operações 
elementares, foi transformada na matriz equivalente I. 


A.29 — Inversão de uma matriz por meio de operações elementares — 
A mesma sucessão finita de operações elementares que transformam a matriz 
quadrada A na matriz unidade I, transforma uma matriz I, de mesma ordem, na 
matriz A”, inversa de A. Para determinar, pois, a matriz inversa de A: 


a) coloca-se ao lado da matriz A uma matriz I, separada por um traço 
vertical; 


b) transforma-se, por meio de operações elementares, a matriz A 
numa matriz I, aplicando-se, simultaneamente, à matriz I, colocada ao lado de 
À, as mesmas operações elementares. Exemplo: Determinar a matriz inversa 
da matriz: 


1 
A=|-2 
1 


DO O WO 
1 
papa 
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Solução 
TSE O U 
=)» Sa010 1 0 + 2; 
-1 2-1/0 0 1|=>L+1L 
1-3. etlis db 0 1 
à «5 djZei qua, 
É nico à 
1 -3 1 1 O O|>L+3L;: 
0 1 REC S 0 
3 3 3 
0” Hã 0 1 0 1|>L,+1L;: 
Tome on -L mM 
Do q A do tg 
El a bis 
la 1 
0 0 “a Ta 5 1 + 3Lo 
LO O qdlsi=et q 
1 ão À 1 
À mesa Ivesais = > Ee 
b a [rango x gi roll et diga 
Drdo fla 1-5 
0 G)l=dt=1 0 
its m/ed 0 -1 
O oo p= | <a 
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é a matriz A! inversa de A. 


O leitor pode fazer a verificação efetuando o produto AB, cujo resul- 


tado deve ser I. 


A.29.1 — Inversão de uma matriz de ordem 2 — Determinar a inversa 
da matriz: 
= pao Bb 
A-[2 a 
Solução 
1 
É Re o 1 2/50 
E ia c do ip do = cl, 
1 b 1 0 
E a 
0 Epa 1 
a a 


a a 
mas 
det A = ê i = ad - be 
E sd 
Fazendo: 
ad-bc =n 


e substituindo (2) em (1), vem: 


be n E 
= = *- então: 
a a 


(1) 


(2) 
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eo Ff ço jo 


ACESS URSO q E TES SRI 
(=) a 
pa o jo 
I 
5 jo “lr 
EB po IS 
y 
sa 
] 
o | 


1 be n + bc ad - bc + bc ad d » 
fra SS SS = COS) CSS O A: 
a an an an an n 
SIPAM) bi 
n n 
o d1|-£o é 
n n 


E pres fo: 


é a matriz A”! inversa de A. 


A.29.1.1 — Regra prática — Examinando o resultado do item ante- 
rior, verifica-se que se pode obter a matriz A”, inversa da matriz A de ordem 2, 
permutando os dois elementos da diagonal principal, trocando os sinais dos dois 
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elementos da diagonal secundária e dividindo os quatro elementos de A por 
det 4 =n. 


A.29.1.2 — Problemas resolvidos — Nos problemas 1 a 3, determinar 
a matriz inversa de cada uma das matrizes M, N e B, respectivamente, sendo: 


BRR. pó OS — |cosô -senê 
Nie Ê | as Ê | Eni Es a 


Soluções 
E RR O 
E e siso 10 10 
D) der = [3 = 18 =10 e M a E 
10 10 
= 1 | pd AO E a lat. -B 
2) den = |5 | = 16 15 + en [2 | 
3) detB = O o sem g=À e 
senO | cosô 








Dei cos0 senô 
- senô cos0 


A.30 — Matriz ortogonal é a matriz quadrada A cuja transposta A! 
coincide com a inversa A”! A matriz B do problema 3, item A.29.1.2 é ortogonal. 
De fato: 


= 16058 -Seno nat cost Ssdio|o. ds 
Edo E E ad Br uA E 


A.31 — Problemas propostos — Nos problemas 1 a 5, determinar a 
matriz inversa de cada uma das matrizes dadas. 
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1) A= E à 
RE 
NES g 

4 =5 
selo 1 ed 
ais aus 
ER 
ar=[5 24.5 
-5 -6 


Dadas as matrizes A e C dos problemas 1 e 3: 


6) Calcular (AC)! 
7) Verificar a igualdade (AC)! = C/AÍ 


A.31.1 — Respostas ou roteiros para os problemas propostos 


1a 3) Os problemas são resolvidos de modo análogo aos do item 
A29:1.2. 


no ado 
Rep Ss 3 
A ma ac == 
TES Lua A 
Ea E 
syris|g 2314 
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6) Roteiro: 
1º) calcular AC; 
2º) calcular (AC). 
7) Roteiro: 
1º) calcular C! = G; 
2º) calcular A! = H; 
3º) calcular GH; 


4º) comparar GH com (AC)! calculado no problema 6. 


SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


A32 — Equação linear é uma equação da forma 
ax tax +..+ax =b 


na qual x,, x,, ..., Xp São as variáveis; a;, a», ..., ap São OS respectivos coeficientes 
das variáveis e b é o termo independente. 


e Os valores das variáveis que transformam uma equação linear em 
identidade, isto é, que satisfazem a equação, constituem sua solução. Esses 
valores são as raízes da equação linear. Exemplo: A equação 

2x +y = 10 


admite, entre outras, as raízesx = 3 ey = 4, pois 2(3) + 4 = 10. 
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A33 — Sistema de equações lineares é um conjunto de equações 
lineares: 


at + Agãe Et + a E D 
a + do +... + ak 


| 
or 
tv 


RI EIE CARO TM OP bm 


e Osvalores das variáveis que transformam simultaneamente as equa- 
ções de um sistema linear em identidade, isto é, que satisfazem a todas as 
equações do sistema, constituem sua solução. Esses valores são as raízes do 
sistema de equações lineares. 


A.34 — Sistema compatível é o sistema de equações lineares que 
admite solução, isto é, que tem raízes. 


e Um sistema compatível é determinado quando admite uma única 
solução. Exemplo: O sistema 


2x + By 
3x + 4y 


18 
2s 


é compatível e determinado, pois tem como raízes unicamente x = 3 ey = 4. 


e Umsistema compatível é indeterminado quando admite mais de uma 
solução (neste texto, admite infinitas soluções). Exemplo: O sistema 


100 
200 


[4x + 2y 
| 8x + 4y 


é compatível e indeterminado, pois admite infinitas soluções: 


y OE) 25] 4 560] Sri par To pisa: 
O |225] 24) | "23; 220] Aa ÃO [18 A (on! 
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A.35 — Sistema incompatível é o sistema de equações lineares que 
não admite solução. Exemplo: O sistema 


[3x + 9 
[3x + 9% 


é incompatível, pois 3x + 9y não pode ser simultaneamente igual a 12 e igual a 
15 para mesmos valores de x e y. 


12 
dai 


A.36 — Sistema linear homogêneo é o sistema de equações lineares 
cujos termos independentes são todos nulos. Exemplo: É homogêneo o sistema: 


3x + 6x = 0 
12x, + 24x = 0 


e Todo sistema linear homogêneo tem, pelo menos, uma solução, 
denominada solução trivial: x, = 0 (no caso,i = 1,2), isto é,x, = x, = 0. Além 
da solução trivial, o sistema homogêneo pode ter, não necessariamente, outras 
soluções denominadas soluções próprias. No exemplo dado, as soluções próprias 
são X, = -2X,. 


A.37 — Sistemas equivalentes são sistemas de equações lineares que 
admitem a mesma solução. Exemplo: Os sistemas 


ES 


2x - 4y 


42 ' x+ 2y = 14 
12 x- 2y= 6 


são equivalentes porque admitem a mesma solução: x = 10ey = 2. 


A.38 — Operações elementares e sistemas equivalentes — Um sistema 
de equações lineares se transforma num sistema equivalente quando se efetuam 
operações elementares sobre suas equações: 


I) Permutação de duas equações. 


II) Multiplicação de uma equação por um número real diferente de 
Zero. 


II) Substituição de uma equação por sua soma com outra equação 
previamente multiplicada por um número real diferente de zero. 
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A.39 — Matriz ampliada de um sistema de equaçõeslineares — Dado, 
por exemplo, um sistema de equações lineares 


2x, + 4x = 16 
5x e 2X, — 4 
10x - 44 = 3, 


esse sistema, omitindo as variáveis e o sinal =, pode ser representado assim: 


P 4| 16 
a 
é e 


Essa matriz, associada ao sistema dado, é chamada matriz ampliada do 
sistema. Cada linha dessa matriz é uma representação abreviada da equação 
correspondente no sistema. O traço vertical é dispensável, mas é colocado para 
facilitar a visualização da matriz dos coeficientes das variáveis e da matriz-co- 
luna dos termos independentes. 


A.40 — Solução de um sistema de equações lineares — Para resolver um 
sistema de equações, representado pela matriz ampliada, transforma-se, en- 
quanto for possível, no número 1, por meio de operações elementares adequa- 
das cada elemento a;, no quali = j, e em zeros os demais elementos das colunas 
em que se situam esses a;. Ao fim dessas operações se obterá a solução do 
sistema. As operações elementares aplicadas a um sistema de equações lineares 
serão indicadas do mesmo modo que na inversão de matrizes. 


A40.1 — Problemas Resolvidos 


1) Resolver o sistema do item A.39. 


Solução 
2 41 th > Ly L. 218 
2 SO 274] + Lo be 


10" S4]oa Gs Sr 
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1 Db eus 1 means Bi = Eta 2, 
DE o 12 1º: 0 1 3 

0 =24 | =77 DES Cm). » Ly + 24L% 
= Pipes Dep = 

0 I Esta matriz corres- Oy + ly = 3 

0 0! - 5 ponde ao sistema: Ox + 0x =-5, 


que é equivalente ao sistema dado. Ora, como não existem valores que satis- 
façam a 3º equação (0x, + 0x, = -5), o sistema é incompatível. 


e O método exposto é o da redução da matriz ampliada do sistema à 
matriz em forma de escada. 





2) Resolver o sistema homogêneo: 


3x + 6x - 9x = 0 
2x + 4x - 6x = 0 


Solução trivial:x, =x =x, =0 


Soluções próprias 


3 6-9] 0] +aL, dA de O 
2 4 +-6| 8 a prego 0] = | = LA 


1 2 -3| 0| Estamatriz corres- ly + 2% - 3x = 
O O 0O| O0| ponde ao sistema: De + Onde, 


[0 
SD o 


que é equivalente ao sistema dado. A 22 equação não estabelece nenhuma 
condição para x,, x, e xa. Portanto, a solução será dada pela 1º equação: 
X = -2x + 3x. Os valores de x, se obtêm atribuindo valores arbitrários 
E e x 
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3) Estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos inde- 
pendentes a, b e c para que seja compatível o sistema: 


Kad po ua 
y+2z=b 
met dy bin Ie 
Solução 
jo Disso L Metilá 
Oro d2oub D L€ 2145 
|--3 cofre] ME So do De LS-21] €= 0) >UL- IL; 
LEAR a Estamatriz | Ix+2y- =a 
E Lora corresponde 4 0x + ly + 2z=b 
0 O 0| c-a-b| aosistema: Ox+0y+ O2=c-a-b 


Se c-a-b fosse um número n diferente de zero, o sistema seria 
incompatível porque a última equação Ox + Oy + Oz = n £ O não é satisfeita 
para nenhum valor de x, y e z. Logo, para que o sistema dado seja compatível é 
necessário que: 

c-a-b=0 
ou 

a+b-c=0 


4) Resolver o sistema: 


Ne Ops NG = 
av ep o Brgumustlxs 


tn o 
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Solução 
Er oa de ; 
= die ORE q, dh, j Rã A je Qro 22 
CDE E SOS So tee | 2 
Rep apta e E A 

RR: RR 
o 1.1]2 Eras 

Ca PE pão (dog 
Do doni0o] 2 Ts pd e > = 3 Lj 
enolnrio R : 1 00 
IS RL es 

o É no il4 
o As 


A última matriz ampliada corresponde ao sistema: 


1% + DO = Ss 
Ok, + lx + 0x = 2 
0x + 0x + Ix, = 4, 


equivalente ao sistema dado, cujas raízes sãox, = 5,x, = 2eX; = 4. 


Quando, como no caso presente, a matriz quadrada dos coeficientes das 
variáveis, contida na matriz ampliada do sistema, é transformada na matriz 
unidade, o método de solução do sistema é denominado de método de Gauss- 
Jordan. 


A40.2 — Caso particular de solução de sistemas de equações lineares 
— O problema 4 de A.40.1 é um caso particular: é o caso em que o número de 
equações (3) é igual ao número de variáveis (3) e a matriz dos coeficientes da 
variáveis, podendo ser transformada na equivalente matriz unidade, tem 
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inversa. Esse fato está sendo mencionado para assinalar que o método de 
redução da matriz ampliada à matriz em forma de escada serve para resolver 
qualquer sistema de m equações lineares com n variáveis, homogêneo ou não, 
comm *noum = n. Entretanto, quando m = ne o determinante da matriz 
dos coeficientes for diferente de zero (caso particular), o sistema pode ser 
resolvido, além de pelo já citado método de Gauss-Jordan, de outras maneiras. 
A seguir, serão vistas duas dessas maneiras. 


A40.2.1 — Método da matriz inversa — Seja o sistema: 


nto E Ao + e F a =; 
a + ad Fu FB D; 


day + Ad + is É a Eb 


nnomn n 
Fazendo: 
E (oO cena A X b, 
A = a “aa pe En É = u a e D> 
dy dn sas dan Xn by 


dn do din X b; 
dm dy don w| 2 |b 
dn1 dn dan Xn (E 


ou, utilizando a forma abreviada: 


AX = B 
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Pre-multiplicando ambos os membros por A” (a matriz A tem inversa 
pois det A x 0), vem: 


AU AX = A!B 
IX = AÍB 
X = AB 


A solução do sistema se obtém, portanto, multiplicando a matriz A”), 
inversa da matriz A dos coeficientes das variáveis, pela matriz-coluna B dos 
termos independentes. Exemplo: 


Resolver o sistema 


1 —- 3 + lx = 08 
= 2X4 + 3x, Ea lx, RR 8 
- de + mo ig = 5 


Solução: Fazendo 


- 


à RE X 3 
A=|-2 3-1 X = |[% e-B=4|-8 
o O] x -5 


2 b) 
O sistema se transforma em AX = Be a solução é dada por 


X SAE, 


mas, como se viu no exemplo de A.29: 


emos = flo coa) 
Asus ooloia À 
te silaeis 
logo: 
te AAO Tdo 3 5 E 
Rd sado! pira 28) = 2) = jm 
als sei mA o á X, 
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istoé, w=5, »w=2e x=4 


A40.22 — Regra de Cramer — A regra de Cramer é utilizada, em 
geral, só para resolver sistema de 2 equações com 2 variáveis ou de 3 equações 
com 3 variáveis. A regra, que não será demonstrada, mas verificada com um 
exemplo, consiste no seguinte: 


1) calcula-se o determinante D da matriz dos coeficientes das 
variáveis; 
2) calcula-se o determinante D, da matriz que se obtém substituindo, 


na matriz dos coeficientes das variáveis, a coluna dos coeficientes da variável x; 
pela coluna dos termos independentes; 


3) calcula-se x; pela fórmula: 


No caso de um sistema de 2 equações lineares com 2 variáveis, i varia 
de 1 a2; se se tratar de um sistema de 3 equações com 3 variáveis, 1 
variade la3. 


Exemplo — Resolver o sistema: 


Br + ms Sm = 8 
2x - 4% - 2x = -4 
laço Simção Sie S É 


Solução — (O cálculo dos determinantes fica a cargo do leitor.) 


2 as Be 45 
D=|2-4 -2)=32 D=|-4 -4 -2) = 9 
1-2 -3 -4-2 -3 
3 8-5 + a a 


D=|2 -4-2=6M D=|2-4 -4|=32 
1-4 -3 1-7 M 
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Send =) SÓ dog 
a Ds 
D, 64 
ita ué 
X ipi ago 
"DIR 
A41 — Problemas Propostos — Resolver os sistemas 
2x + 4y + 62 = -6 
Ip or apea = 38 
dx Fog d dz = <-3 
dz - Yo 32e- 15 
2 418% = 4 SM =) 
2x + 3y +42 = 7 
lx + % + 32 0 
3).3%X + 4 + bz-2 
3% +-2y + 32 — 10 
4) lx + 4 + 62 =0 
= dg = Oya Da=00 
2x + 2x + 4x = 0 
SS E e CGU 
5x + 25x + 20x, = 0 
Mo == 8 
6) px Ze danca 
e ty TIZe- =9 
X + Sm = -8 
7) 2% € 4x, = 
dE E amy 5x, = 26 
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X - X, = 
q + mt da = 6 
Xx+2%+ 4-0 
9142x+ 6 + 122=0 
3x + 9 + 182 = 0 
3x + 5Sy = -1 
(ae co STE 


e Convém resolver o problema 10 pelo método da matriz inversa (e 
esta se determina pela regra prática vista em A.29.1.1) ou pela regra de Cramer. 


A41.1 — Respostas dos problemas propostos 


E 
4 y 8 


2)x=3, y=3 ez=2 


3) O sistema é incompatível. 


Dx= 


4) Soluçãotrivial:x=y =2z=0 
Soluções próprias: x = -4y tz 

5) Só a solução trivial:x =y =z = 0 

6)x=3, y=2 ez=4 

Dx=4 wm=3 e x=-4 

8) mw =x =3-2x 

9) Solução trivial:x =y =z = 0 
Soluções próprias:x = 0 e y = -2z 

10) x=3 e y=02 
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